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A b s t r a c t. Compositional data consist of compositions of parts summing to some whole
(e.g.: 100%, 1). Such “closed” data are very popular in geochemistry, sedimentology,
hydrogeology and environmetrics. This paper presents the data visualization method by means
of the biplot method — a statistical technique widely applied in Compositional Data Analysis.
This method enables a graphical display of observations and variables on the same chart, in a
way that approximates their correlation. In a biplot the observations are marked with points, and
variables — by rays emanating from the origin. Both their lengths and directions are important
to the interpretation. The paper presents two examples of implementation of biplots in analysis of
hydrogeological and petrological data.

The first example concerns petrological data set for pores and skeleton grains of different Polish sandstones. The biplot visualization
unveiled a possible independence of subcompositions of transitional pores (T) and macropores (R), as well as submacropores (S) and
skeleton grains (Re). The use of this method made it also possible to demonstrate the rule according to which the share of transitive
pores decreases at the advantage of real macropores from younger to older rocks, what is related to diagenesis processes.
The second example concerns interpretation of hydrological data on chemistry of mine water of the “Rydu³towy” coal mine. In this
case the graphical interpretation of biplot revealed large relative variation between HCO3

–-Cl–, HCO3
–-I – and HCO3

–-Na+. Besides,
on the same basis, possible independence between the ion couples: HCO3

–-Br–, Ca2+-Na+, HCO3
–-Cl–, Br-Na+, HCO3

–-Cl– and
Ca2+-K+ was identified and consequently verified using statistical tests. Additionally, taking into account geometrical features of the
relevant biplot, a formula was proposed for defining relationships between shares of ions: Ca2+, Mg2+, Na+ and Cl–, SO4

2–, HCO3
–.

These relationships are most apparent for poly-ion groundwater of the active exchange zone, where the ratios of the above mentioned
components are similar to each other, despite a slight predominance of SO4

2– and HCO3
– fractions.
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Dane z³o¿one niezwykle czêsto wystêpuj¹ w zagadnie-
niach geologicznych, np. w hydrogeologii (procentowe
udzia³y jonów w sk³adzie wód), w petrografii (udzia³y faz
krystalicznych w skale) (tab. 1). Dane te mo¿na przedsta-
wiæ w formie wektorów o nieujemnych elementach
x1,...., xD, stanowi¹cych pewn¹ ca³oœæ:

x xD1 1� � �...

Poniewa¿ sk³adowe w równaniu sumuj¹ siê do jednoœci
(100%), nie s¹ zmiennymi niezale¿nymi, zatem wymagaj¹
specyficznego podejœcia, które zapewnia zespó³ procedur
okreœlany jako analiza danych z³o¿onych — Compositio-
nal Data Analysis (CDA), wprowadzona przez Aitchisona
w 1986 r. Wizualizacja i interpretacja danych z³o¿onych
jest mo¿liwa na diagramach trójk¹tnych (np. Aitchison,
1986; Labus & Labus, 2006) lub dziêki technice biplot
zaproponowanej przez Gabriela (1971).

Wykresy typu biplot i ich interpretacja

Technika biplot pozwala na przedstawienie macierzy
danych, czyli zestawieñ obserwacji (próbek) i opisuj¹cych
je zmiennych, na tym samym wykresie, w sposób, który
opisuje ich wzajemne zale¿noœci. Na wykresach typu
biplot obserwacje s¹ zazwyczaj zaznaczone jako punkty,
natomiast zmienne jako wektory o wspólnym pocz¹tku.

Obliczenia prowadz¹ce do konstrukcji wykresu rozpo-
czyna utworzenie macierzy danych, obejmuj¹cej w wier-
szach poszczególne przypadki, a w kolumnach opisuj¹ce
je zmienne (fragment tego typu macierzy przedstawia

tabela 1). Dane pocz¹tkowe s¹ nastêpnie poddawane prze-
kszta³ceniom, np. centrowaniu, normalizacji lub najczê-
œciej przekszta³ceniom logarytmicznym. Przetworzona
macierz jest nastêpnie poddawana dekompozycji na war-
toœci osobliwe (Singular Value Decomposition). Operacja
ta pozwala na wydobycie wymiarów przekazuj¹cych mak-
simum wariancji zawartej w macierzy pocz¹tkowej („prze-
strzeni danych”). Ostatecznym krokiem jest skalowanie
uzyskanych wektorów i wspó³rzêdnych punktów reprezen-
tuj¹cych przypadki.

Algorytm obliczeñ prowadz¹cych do uzyskania biplotu
mo¿e wydawaæ siê doœæ skomplikowany i dla celów prak-
tycznych jest zalecane pos³ugiwanie siê odpowiednim
oprogramowaniem, np. XLS-Biplot (dostêpne pod adresem:
http://tukey.upf.es/xls-biplot) (Udina, 2005) lub wykorzy-
stanym przez autorów niniejszego artyku³u CoDaPack

(http://ima.udg.edu/~thio/#Compositional%20Data%20Pa-
ckage) (Thió-Henestrosa & Martín-Fernández, 2005).

Œrodek biplotu O reprezentuje œrodek ciê¿koœci (cen-
troid) zestawu danych; wierzcho³ki wektorów (A, B, C, i, j)
odpowiadaj¹ zmiennym kompozycji, znaczniki (punkty) cn —
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Tab. 1. Przyk³ad zestawu danych z³o¿onych
Table 1. Example of compositional dataset

Obserwacje
Samples

Zmienne, Variables [% mval]

Na K Mg Ca Cl SO4 HCO3

1 40,7 0,4 5,2 3,7 47,8 1,9 0,3

2 34,5 1,0 2,2 12,3 36,7 11,6 1,7

3 10,2 0,9 6,2 32,6 10,7 39,3 0,1



oznaczaj¹ poszczególne przypadki (ryc. 1). Odcinek
³¹cz¹cy punkt O z wierzcho³kiem j jest nazywany promie-
niem Oj, odcinek ³¹cz¹cy dwa wierzcho³ki i oraz j —
wi¹zaniem ij. Zale¿nie od wyjaœnianego przez biplot zaso-
bu wariancji, na podstawie wi¹zañ i promieni mo¿na wnio-
skowaæ na temat struktury kowariancji zestawu danych.

D³ugoœæ odcinka pomiêdzy znacznikami przypadków
(a) aproksymuje odleg³oœæ Mahalanobisa pomiêdzy tymi
przypadkami. Odleg³oœæ Mahalonobisa jest odleg³oœci¹
miêdzy dwoma punktami w przestrzeni n-wymiarowej.
W przeciwieñstwie do odleg³oœci euklidesowej ujmuje ona
korelacjê wewn¹trz zestawu danych i jest niezale¿na od
efektu skali pomiarów.

Podstawowe cechy biplotu (Aitchison, 2003b; Aitchi-
son & Greenacre, 2002):

W³aœciwoœæ 1. D³ugoœci wektorów, reprezentuj¹ce
zmienne (kolumny), aproksymuj¹ odchylenia standardowe
odpowiednich proporcji logarytmicznych (logarytmów
proporcji pomiêdzy odpowiednimi parami zmiennych;
ang. log-ratio). Krótkie wi¹zania pomiêdzy punktami
zmiennych (koñcami wektorów) wskazuj¹, i¿ proporcje
pomiêdzy zmiennymi s¹ relatywnie sta³e, podczas gdy
d³ugie wi¹zania sugeruj¹ wy¿sze wartoœci wzglêdnej
wariancji:

� �� �ij x
x

i

j

2 � var ln , oraz � �	 
Oi x
g x

i
2 � var ln ( ) ,

gdzie g(x) oznacza œrodek geometryczny.

W³aœciwoœæ 2. Wartoœci cosinusa k¹tów pomiêdzy
wi¹zaniami biplotu aproksymuj¹ wspó³czynniki korelacji
pomiêdzy proporcjami logarytmicznymi. Je¿eli wi¹zania ij
oraz kl przecinaj¹ siê w punkcie M, wówczas:

� � � �� �cos ln , lniMk corr x
x

x
k

i

j

k

l
�

W przypadku wi¹zañ prostopad³ych do siebie
cos|iMk| � 0, mamy wiêc do czynienia z brakiem korelacji
pomiêdzy proporcjami logarytmicznymi. Jest to cecha
przydatna podczas poszukiwañ niezale¿noœci miêdzy

zmiennymi, mo¿liwej do zweryfikowania na podstawie
opisanych dalej testów niezale¿noœci (zob. tab. 1 i 2).
Zastosowanie testu niezale¿noœci winno byæ poprzedzone
potwierdzeniem zgodnoœci rozk³adów analizowanych
kompozycji z rozk³adem logarytmiczno-normalnym za
pomoc¹ przedstawionych tu testów.

W³aœciwoœæ 3. Je¿eli pewien podzbiór wektorów
(np. wektory o koñcach j i C — ryc. 1) jest wspó³liniowy,
wówczas zmiennoœæ zwi¹zanej z nim subkompozycji jest
jednowymiarowa. Jeœli zaœ punkty reprezentuj¹ce kolum-
ny (zmienne) s¹ usytuowane wzd³u¿ linii prostej (np. A, B,
C — ryc. 1), to model opisuj¹cy tak¹ zale¿noœæ mo¿e
zostaæ wyprowadzony na podstawie wzglêdnych d³ugoœci
ich wi¹zañ. Oznacza to, i¿ jeœli dane trzy zmienne A, B i C
le¿¹ na linii prostej, a odleg³oœci AB i BC wynosz¹ odpo-
wiednio � i �, to prawdziwe jest równanie (ang. log-con-
trast):

� �� � � �ln ( ) ln ( ) ln ( )A C B� 
 � � const, czyli
� � � �A B B C

� ��

Testowanie hipotez o zgodnoœci danego rozk³adu
z rozk³adem normalnym

Porównanie obliczonych wartoœci odpowiednich sta-
tystyk z wartoœciami krytycznymi pozwala na podjêcie
decyzji o przyjêciu lub odrzuceniu badanej hipotezy o nor-
malnoœci danego rozk³adu lub rozk³adów. Wy¿sze wartoœci
statystyk odpowiadaj¹ ni¿szemu poziomowi istotnoœci.
Sekwencje wartoœci zi (obliczane dla testów statystyk
rozk³adów brzegowych oraz dwuwymiarowych), uszere-
gowane w porz¹dku rosn¹cym, s¹ u¿ywane w wyra¿eniu
QA w teœcie Andersona–Darlinga, QC w teœcie Crame-
ra–von Misesa oraz QW w teœcie Watsona (Pawlow-
sky-Glahn & Buccianti, 2002; Aitchison, 2003a) (tab. 2
i 3).

Wartoœci proporcji logarytmicznych (log-ratio) w roz-
k³adach brzegowych mo¿na przedstawiæ jako:

� �y x xri ri rN� ln , gdzie r = 1, …, N.
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Ryc. 1. Interpretacja parametrów
biplotu (wg Labus, 2005; nieco
zmienione)
Fig. 1. Interpretation parameters of
a biplot (after Labus, 2005; slightly
modified)



Wartoœæ zi jest obliczana jako wartoœæ funkcji skumulo-
wanego rozk³adu normalnego — przy œredniej równej 0
i jednostkowym odchyleniu standardowym N � (0; 1) —
na podstawie formu³y:

� �� �� y y s z
i i1 1 1 1
 � ,

gdzie:
s — odchylenie standardowe,

� — funkcja skumulowanego rozk³adu normalnego.
Wartoœci zi zastosowane w testach statystyk rozk³adów

dwuwymiarowych s¹ obliczane jako:

z i i� � �( )2 ,

gdzie:

� � � �� �I i i i
u u u� � 
 �arctan , sgn( )2 1 10 5 1

� �� � � �� �� � 
0 5 1 11 2, sgn sgnu u
i i

�

oraz

� � � �
u
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s s s

y y s

s s s s
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i i
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Funkcja signum (sgn) jest zdefiniowana jako:

sgn( )

, ,

,

,

x

x

x

x

�

 �




�

�
�

�
�

1 0

0

1

dla

dla = 0,

dla > 0

Test niezale¿noœci subkompozycyjnej

Relacje pomiêdzy kompozycjami, których niezale-
¿noœæ wskazuje graficzna interpretacja biplotu, nale¿y zba-
daæ za pomoc¹ testu niezale¿noœci subkompozycyjnej
(subcompositional independence test; Aitchison, 2003b).
Test ten polega na porównaniu wartoœci wyra¿enia:

N ln ln
� �

� �

� �

�

�
�

�

�
� 
� � � �

� �
11 22

11 12

21 22

wobec wy¿szych kwantyli zmiennej o rozk³adzie:

� �� �� �� 2 1c d c
 
 ,

gdzie:
�

�ij
— macierze kowariancji z próby,

d — liczba wymiarów analizowanej kompozycji (dla
kompozycji z³o¿onej z D elementów d = D – 1),

c — liczba wymiarów analizowanej subkompozycji
(dla subkompozycji z³o¿onej z C elementów c = C).
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Tab. 3. Formu³y i wartoœci krytyczne testów statystyk rozk³adów dwuwymiarowych (Labus, 2005)
Table 3. Formulas and critical values of bivariate angle test statistics (Labus, 2005)

Testy, Tests
Poziom istotnoœci, Significance level [%]

10 5 2,5 1

Andersona–Darlinga, Anderson–Darling

� � � �� �Q
N

i z z NA

i

N

i N i� 
 
 � 
 

�

� 
 1
2 1 1

1

1ln ln

1,933 2,492 3,070 3,857

Cramera–von Misesa, Cramer–von Mises

Q z
i

N N N N
C i

i

N

� 
 
!
"#

$
%&
�

�

�
�

�

�
� 
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�
�
�

� �
 2 1

2

1

12

0 4 0 6
2

1
2

, ,

�

'
(
�

)�
�!

"#
$
%&

1
1

N

0,347 0,461 0,581 0,743

Watsona, Watson

Q z
i

N
N z

N N
W i

i

N
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$
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"#
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N

0 8,

0,152 0,187 0,221 0,267

Tab. 2. Formu³y i wartoœci krytyczne testów statystyk rozk³adów brzegowych (Labus, 2005)
Table 2. Formulas and critical values of marginal tests statistics (Labus, 2005)

Testy, Tests
Poziom istotnoœci, Significance level [%]

10 5 2,5 1

Andersona–Darlinga, Anderson–Darling

� � � �� �Q
N

i z z N
N N

A i N i

i

N

� 
 
 � 
 
�
�
�

'
(
)

� 
!
"#� 


�
 1

2 1 1 1
4 25

1

1
2

ln ln $
%&

0,656 0,787 0,918 1,092

Cramera–von Misesa, Cramer–von Mises
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N N N
C i
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N
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Watsona, Watson
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0,096 0,116 0,136 0,136



Przyk³ady wizualizacji danych z³o¿onych
metod¹ biplot

W artykule zaprezentowano dwa przyk³ady zastosowa-
nia interpretacji wykresów biplot dla danych z³o¿onych —
petrologicznych i hydrogeologicznych.

Przyk³ad 1. Pierwszy z przyk³adów przedstawia wizu-
alizacjê wyników badañ porozymetrycznych piaskowców,
obejmuj¹cych procentowe udzia³y porów (tab. 4) oraz
szkieletu ziarnowego. Próbki wykorzystane do badañ
reprezentowa³y ró¿nowiekowe piaskowce pochodz¹ce z
terenu Polski (Labus & Labus, 2006). Oprócz uzyskania
mo¿liwie pe³nej charakterystyki przestrzeni porowej tych
ska³ zaplanowano analizê zale¿noœci udzia³ów porów od
ich genezy i pozycji stratygraficznej. Przedstawienie pro-
centowego udzia³u porów w próbkach na wykresach typu
histogramów nie daje wystarczaj¹cego obrazu do porów-
nania rozk³adu porów w poszczególnych grupach ska³
(ryc. 2). Wygl¹d wykresu zale¿y m.in. od kolejnoœci pró-
bek, nie pozwala ponadto na wyci¹ganie wniosków
dotycz¹cych powi¹zañ pomiêdzy poszczególnymi grupa-
mi porów. Dlatego te¿ podjêto próbê przedstawienia uzy-
skanych danych na wykresie typu biplot. Tym razem 100%
ca³oœæ tworz¹ nie tylko same pory w skale, ale pory wraz ze
szkieletem ziarnowym (oznaczonym na wykresie symbo-
lem Re) (ryc. 3).

Okreœlenie „skumulowana wariancja” (po lewej stro-
nie, u góry diagramu) odnosi siê do wariancji wyjaœnionej
przez D – 1 sk³adowych g³ównych (dla D analizowanych
zmiennych), przy za³o¿eniu, i¿ wszystkie ze sk³adowych
wyjaœniaj¹ w sumie 100% wariancji. W analizowanym
przyk³adzie pierwsza ze sk³adowych wyjaœnia 80%
wariancji, podczas gdy druga 11%. Obydwie pozwalaj¹ na
interpretacjê 91% wariancji w obrêbie analizowanego
zestawu danych, co odpowiada równoczeœnie wariancji
wyjaœnionej przez biplot — narzêdzie dwuwymiarowego
obrazowania zale¿noœci w obrêbie populacji.

Kolejny diagram (ryc. 4) przedstawia œrodki geome-
tryczne wyró¿nionych wczeœniej grup piaskowców na tle
promieni biplotu. Usytuowanie punktów œwiadczy, i¿
udzia³ porów przejœciowych (T) spada na rzecz makropo-
rów (R), porz¹dkuj¹c zespo³y próbek w nastêpuj¹cej kolej-
noœci: J ~> K > T > C > K-flysch. Spadek udzia³u
najmniejszych porów — przejœciowych (T) mo¿e byæ
zwi¹zany ze zmniejszaj¹cym siê zaawansowaniem diage-
nezy, zale¿nym od wieku piaskowców. Ska³y starsze
powinny zawieraæ mniej porów o du¿ej objêtoœci.

Wstêpna interpretacja biplotu danych petrologicznych
(ryc. 3) mog³aby byæ nastêpuj¹ca:

1) Najd³u¿szymi wi¹zaniem biplotu jest T–R, co ozna-
cza, i¿ najwy¿sz¹ zmiennoœci¹ cechuj¹ siê relacje miêdzy
udzia³ami porów przejœciowych i makroporów.

2) Wi¹zania S–Re oraz T–R s¹ do siebie niemal prosto-
pad³e, co sugeruje potencjaln¹ niezale¿noœæ odpowiednich
proporcji logarytmicznych udzia³ów submakroporów i
szkieletu ziarnowego oraz porów przejœciowych i makro-
porów.

Przybli¿ona wspó³liniowoœæ wierzcho³ków R, T, Re
wskazuje na prawdopodobieñstwo jednowymiarowej
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Ryc. 2. Diagramy udzia³ów klas porów w analizowanych piaskowcach; Cm — kambryjski piaskowiec kwarcytowy (Góry Œwiêtokrzy-
skie), C — piaskowce górnokarboñskie Górnoœl¹skiego Zag³êbia Wêglowego, T — piaskowce triasowe (Góry Œwiêtokrzyskie), J —
piaskowce jurajskie (Góry Œwiêtokrzyskie), K — piaskowce kredowe (³¹cznie)
Fig. 2. Bar charts of pore classes in the analysed groups of sandstones; Cm — Cambrian quartzitic sandstone (Holy Cross Mts.), C —
Upper Carboniferous sandstones (Upper Silesian Coal Basin), T — Triassic sandstones (Holy Cross Mts.), J — Jurassic sandstones
(Holy Cross Mts.), K — Cretaceous sandstones (all types)

Tab. 4. Graniczne œrednice wyró¿nionych grup porów
Table 4. Group ranges of distinguished pore diameters

Klasy porów
Pore classes

Symbol
Œrednica [m]
Diameter [m]

Pory przejœciowe
Transitional pores

T 10–8–10–7

Submakropory
Submacropores

S 10–7–10–6

Makropory w³aœciwe
Real macropores

R 10–6–10–4

Pory nadkapilarne
Over capillary pores

O >10–4



zmiennoœci reprezentowanej przez nie subkompo-
zycji, zatem log-contrast: � log (T) +
� ln (R) – (� + �) ln (Re) = const, ma postaæ:
2,71 ln (T) + ln (R) – 3,71 ln (Re) = const, czyli
w przybli¿eniu (T3 R)/Re4 = const. Tak przed-
stawiona zale¿noœæ zmusza do odpowiedzi na
pytanie, czy zaprezentowana formu³a ma jaki-
kolwiek sens geologiczny. Z petrologicznego
punktu widzenia nie odpowiada ona znanym
regu³om, nie oznacza to jednak, i¿ jest nieprzy-
datna. Godna weryfikacji by³aby jej potencjalna
wartoœæ jako charakterystyki (swoistego kodu)
odmiennych ska³ klastycznych — ró¿ni¹cych
siê wiekiem, litologi¹, stopniem diagenezy etc.

Do zbadania (zidentyfikowanych na podsta-
wie W³aœciwoœci 2) niezale¿noœci proporcji
logarytmicznych udzia³ów submakroporów i
szkieletu ziarnowego oraz porów przejœciowych
i makroporów zastosowano tzw. test niezale¿no-
œci subkompozycyjnej (Aitchison, 2003b).
Zastosowanie tego testu wymaga³o uprzedniej
weryfikacji zgodnoœci rozk³adów analizowa-
nych proporcji z rozk³adem logistyczno-nor-
malnym. Weryfikacji dokonano za pomoc¹
testów Andersona–Darlinga, Cramera–von
Misesa oraz Watsona. Rezultaty testów staty-
styk, których formu³y i wartoœci krytyczne
przedstawiono w tabeli 1 i 2, ilustruje tabela 5.

Wyniki obliczeñ dowodz¹, i¿ anali-
zowane rozk³ady proporcji nie wykazuj¹
rozbie¿noœci z rozk³adem normalnym
na poziomie istotnoœci oko³o 5%
wszystkich przeprowadzonych testów.
Test niezale¿noœci subkompozycyjnej
wykazuje niezale¿noœæ pomiêdzy
ln (T/R) – ln (S/Re) z prawdopodo-
bieñstwem 0,776, co równoczeœnie
oznacza niezale¿noœæ subkompozycji
(T, R) od (S, Re) — spostrze¿enie uczy-
nione dziêki wstêpnej interpretacji
graficznej biplotu. Równoczeœnie uzy-
skano potwierdzenie braku korelacji
pomiêdzy proporcjami logarytmiczny-
mi ln (T/R) i ln (S/Re).
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Tab. 5. Rezultaty testów zgodnoœci z rozk³adem normalnym oraz testu niezale¿no-
œci rozk³adów ln (T/R) i ln (S/Re) — dla przyk³adu 1
Table 5. Multivariate normality tests and compositional independence test of ln (T/R)
and ln (S/Re) for the example 1

Anderson–
Darling

Cramer–
von Mises Watson

ln (T/R) — rozk³ad brzegowy
marginal distribution

0,776 0,116 0,114

ln (S/Re) — rozk³ad brzegowy
marginal distribution

0,709 0,115 0,099

Rozk³ad dwuwymiarowy
Bivariate distribution

0,862 0,170 0,089

ln (T/R) – ln(S/Re) — test niezale¿noœci
independence test

– – 0,776

C
T
J
K
K-flysch

pory przejœciowe
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submakropory
submacropores

makropory w³aœciwe
real macropores
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grup piaskowców:
Geometric centers
of lithostratigraphical
groups of sandstones:

promieñ biplotu
biplot ray

szkielet ziarnowy
skeleton grainsRe –

R O Re T

S *
Ryc. 4. Biplot rozk³adu porów i szkieletu ziarnowego z zazna-
czeniem œrodków geometrycznych litostratygraficznych grup
piaskowców (zwraca uwagê nieznaczna reorientacja promie-
ni biplotu w porównaniu do ryc. 3)
Fig. 4. Biplot of distribution of pores and skeleton grains and
geometrical centers of lithostratigraphical groups of sandsto-
nes (note a slight reorientation of biplot rays in comparison to
that from Fig. 3)

Skumulowana wariancja:

0,8
0,91
0,98
1

Cumulative proportion explained:
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Ryc. 3. Biplot subpopulacji rozk³adu porów i szkieletu ziarnowego; Cm —
kambryjski piaskowiec kwarcytowy (Góry Œwiêtokrzyskie), C — piaskowce
górnokarboñskie Górnoœl¹skiego Zag³êbia Wêglowego, T — piaskowce triaso-
we (Góry Œwiêtokrzyskie), J — piaskowce jurajskie (Góry Œwiêtokrzyskie), K
— piaskowce kredowe z Dolnego Œl¹ska, K-flysch — górnokredowe piaskowce
fliszowe Beskidu Œl¹skiego, K-Mirów — piaskowiec kredowy z okolic Mirowa
(Wy¿yna Œl¹sko-Krakowska)
Fig. 3. Biplot of pores and skeleton grains; Cm — Cambrian quartzitic sandsto-
ne (Holy Cross Mts.), C — upper Carboniferous sandstones (Upper Silesian
Coal Basin), T — Triassic sandstones (Holy Cross Mts.), J — Jurassic sandsto-
nes (Holy Cross Mts.), K — Cretaceous sandstones (Lower Silesia), K-flysch —
upper Cretaceous flysch sandstones (Beskid Œl¹ski region), K-Mirów — Creta-
ceous sandstone from Mirów area (Silesian-Cracow Upland)



Przyk³ad 2. W drugim z przyk³adów (ryc. 5) zobrazo-
wano kompozycje obejmuj¹ce udzia³y procentowe jonów
(% mval) g³ównych oraz jonu jodkowego i bromkowego
w próbkach wód kopalnianych KWK Rydu³towy, zaliczo-
nych do odmiennych grup hydrochemicznych (Labus,
2007) (tab. 6). W tym przypadku pierwsza ze sk³adowych
wyjaœnia 60% wariancji, podczas gdy druga 18%, co
³¹cznie odpowiada 78% wariancji wyjaœnianej przez
biplot. W analizowanym przyk³adzie wariancjê zwi¹zan¹
z poszczególnymi sk³adowymi mo¿na interpre-
towaæ jako efekt dzia³ania procesów lub zja-
wisk formuj¹cych sk³ad wód. Wnioskowanie
oparte na sk³adowych wyjaœniaj¹cych wysoki
zasób wariancji (zwykle powy¿ej 10%) jest
obarczone najmniejsz¹ niepewnoœci¹.

Interpretacja biplotu danych hydrogeolo-
gicznych (ryc. 5) pozwala na wyci¹gniêcie
wniosków:

1) Najd³u¿szymi wi¹zaniami biplotu s¹:
HCO3–Cl (9–5 na ryc. 5), HCO3–I (9–7) oraz
HCO3–Na (9–3), co sugeruje, i¿ najwy¿sz¹
zmiennoœci¹ cechuj¹ siê relacje miêdzy
udzia³ami tych w³aœnie sk³adników (w bada-
nych próbkach brak sta³ej proporcji pomiêdzy
nimi). W ca³ej analizowanej populacji jony
HCO3

– pochodz¹ z innego Ÿród³a ni¿ wymienio-
ne sk³adniki wód. Zró¿nicowanie wewn¹trz-
grupowe jest mniejsze, co uwidacznia odrêbne,
skupione po³o¿enie punktów reprezentuj¹cych
poszczególne grupy wzglêdem osi tworzonej
przez wi¹zanie, np. HCO3–Cl (9–5).

2) Wi¹zania HCO3–Br (9–6) oraz Ca–Na
(1–2) s¹ do siebie prawie prostopad³e, podobnie
jak HCO3–Cl (9–5) oraz Br–Na (6–3)
i HCO3–Cl oraz Ca–K (1–4), co sugeruje nieza-
le¿noœæ odpowiednich par elementów. Równo-
czeœnie zmienne po³¹czone wi¹zaniami s¹ ze
sob¹ ujemnie skorelowane (np. wzrost udzia³u
HCO3

– jest sprzê¿ony ze spadkiem Br). General-
ny wzrost udzia³ów Br i spadek Na, na rzecz
udzia³ów Ca, mog¹ wskazywaæ na obecnoœæ
w badanej populacji wód w ró¿nym stopniu
zmienionych w procesie odwrotnej wymiany
jonowej: Na zamiast Ca.

3) Przybli¿ona wspó³liniowoœæ wierz-
cho³ków Ca, Mg, Na oraz Cl, SO4, HCO3

sugeruje jednowymiarow¹ zmiennoœæ odpowia-
daj¹cych im subkompozycji. Pozwala to na
okreœlenie formu³y zale¿noœci (log-contrast)
pomiêdzy udzia³ami wymienionych jonów:

3 ln (HCO3) + ln (Cl) – 4 ln (SO4) = –3,4

czyli:

(Cl/SO4) ~ (SO4/HCO3)
3

Zale¿noœæ ta jest najbardziej wyraŸna dla wód wielo-
jonowych strefy aktywnej wymiany, gdzie proporcje
wymienionych sk³adników s¹ do siebie zbli¿one, przy nie-
wielkiej przewadze udzia³ów SO4

2– i HCO3
– (ryc. 6).
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Ryc. 6. Zale¿noœæ miêdzy (Cl/SO4) i (SO4/HCO3)
3 w wodach kopalnianych

KWK Rydu³towy
Fig. 6. The relationship of (Cl/SO4) vs. (SO4/HCO3)

3 — the Rydu³towy mine

Tab. 6. Hydrochemiczne grupy wód kopalnianych KWK Rydu³towy
Table 6. Hydrochemical mine waters groups — the Rydu³towy coal mine

Grupa
Group

Wzór Kur³owa
Hydrochemical characteristics (Kurlov transcription)

1
M

Cl SO HCO

Na

0 31 2 24
2 5 38 2

4

28 0 87 3

3

8 0 59 6

5 3
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Ryc. 5. Biplot danych sk³adu wód kopalnia-
nych KWK Rydu³towy (grupy hydrochemicz-
ne)
Fig. 5. Biplot of mine waters chemistry — the
Rydu³towy coal mine (hydrochemical groups)



Do zbadania (zidentyfikowanych
na podstawie W³aœciwoœci 2) niezale-
¿noœci proporcji logarytmicznych
udzia³ów ln (HCO3/Cl) i ln (Ca/K)
zastosowano, podobnie jak w przy-
k³adzie 1, test niezale¿noœci subkom-
pozycyjnej. Weryfikacji dokonano
równie¿ za pomoc¹ wymienionych
w tabelach 1 i 2 testów. Rezultaty
odpowiednich testów statystyk przed-
stawia tabela 7.

Przeprowadzone obliczenia do-
wodz¹, i¿ kompozycje ln (HCO3/Cl)
oraz ln (Ca/K) nie wykazuj¹ rozbie-
¿noœci z rozk³adem normalnym na
poziomie istotnoœci oko³o 1% dla
testów statystyk brzegowych oraz na
poziomie powy¿ej 10% dla testów zgodnoœci z rozk³adem
dwuwymiarowym. Obliczone za pomoc¹ testu niezale¿no-
œci subkompozycyjnej prawdopodobieñstwo niezale¿noœci
wymienionych subkompozycji wynosi ponad 0,99. Ozna-
cza to, i¿ niejednakowe s¹ zjawiska reguluj¹ce zwi¹zki
pomiêdzy odpowiednimi parami zmiennych (udzia³ów
sk³adników wód). Relacja HCO3 z Cl jest najprawdopo-
dobniej regulowana zjawiskami rozcieñczania wód relikto-
wych przez infiltracyjne. Wzbogacenie wód w Ca jest
zjawiskiem konkurencyjnym w stosunku do przyrostu K i
skorelowanego z nim udzia³u Na. Wraz ze wzrastaj¹c¹ rol¹
wód reliktowych w wodach kopalnianych rosn¹ proporcje
Ca/Na, a tym samym Ca/K. Niezale¿noœæ obserwowanych
zjawisk pozwala na wniosek, i¿ proces rozpuszczania
CaCO3, prowadz¹cy do równoczesnego wzrostu udzia³ów
Ca i HCO3, ma niewielkie znaczenie podczas formowania
chemizmu wiêkszoœci wód kopalnianych KWK
Rydu³towy. Wyj¹tek stanowi¹ jedynie wody grupy 1 oraz
czêœæ wód grupy 2, których punkty projekcyjne zawieraj¹
siê pomiêdzy ramionami biplotu odpowiadaj¹cymi zmien-
nym Ca i HCO3.

Podsumowanie

Zaprezentowana w artykule, w zarysie, metoda inter-
pretacji i wizualizacji danych, jak¹ jest biplot, pozwala na
przedstawienie obserwacji i zmiennych na tym samym
wykresie, w sposób opisuj¹cy ich wzajemne zale¿noœci.
Wstêpna interpretacja biplotu danych z³o¿onych pozwala
m.in. na ocenê wzglêdnego zró¿nicowania zmiennych
(poprzez oszacowanie wzglêdnych wartoœci ich wariancji)
i zale¿noœci korelacyjnych pomiêdzy zmiennymi. Spo-
strze¿enia poczynione na podstawie diagramu mo¿na zwe-

ryfikowaæ za pomoc¹ obliczeñ statystycznych, poœród
których istotne miejsce zajmuj¹ testy hipotez o zgodnoœci
rozk³adów analizowanych par zmiennych z rozk³adem nor-
malnym. Metoda biplot u³atwia interpretacjê z³o¿onych
danych geologicznych, charakteryzuj¹cych siê zarówno
wysok¹ liczb¹ obserwacji, jak i badanych cech.
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Tab. 7. Rezultaty testów zgodnoœci z rozk³adem normalnym oraz testu niezale¿noœci
rozk³adów proporcji wybranych subkompozycji — dla przyk³adu 2
Table 7. Multivariate normality tests and compositional independence test of selected sub-
compositions for the example 2

Anderson–
Darling

Cramer–
von Mises Watson

ln (HCO3/Cl) — rozk³ad brzegowy
marginal distribution

1,089 0,174 0,159

ln (Ca/K) — rozk³ad brzegowy
marginal distribution

1,010 0,169 0,140

Rozk³ad dwuwymiarowy
Bivariate distribution

0,677 0,136 0,130

ln (HCO3/Cl) – ln (Br/K) — test niezale¿noœci
independence test

– – 0,999


