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SZACOWAN]E ZE.OZ JAKO ZAGADNIENIE STATYSTYCZNE *

EKSPLOATATORA ZEOZ INTERESUJA réizne jego
cechy, jak np. ilo§é rudy, procentowa zawarto§é cen-
nego metalu, zawartodé szkodliwyeh domieszek. Przed
przystagpieniem do eksploatacji zloza hada sie je dla
ustalenia tych cech zloza. Od odkrycia zloza poczaw-
szy badanie to powtarza sie kilkakrotnie, za kaadym
razem zageszczajge sieé robbt poszukiwawezych, za-
nim przystapi sie do eksploatacji. Pierwsze systema-
tyczne ‘badanie ztoza — to wiercenie bardzo rzadkich
otworéw poszukiwawezych, ktére ma na celu znale-

zienje zloza i okreSlenie obszaru zalegania. Drugi etap .

* to wiercenia rzadkie, ktére maja na celu wstepne
zorientowanie w wielkioSei i jalkoScei zloza. W trzecim
etapie, gdy chodzi o bligsze Zlokalizowanie zakladow
wydobywezych, zageszeza sie jeszeze sieé wiercen,
a w koficu. bezpoSrednioc przed przystapieniem do
eksploatacji bada sie zloze juz po udostepnieniu go
siecig chodnikow.,

Ta wiclogtopniowodé badan podyktowana jest
z jednej strony ich kosztownodcia, a z drugiej potrze-
bg zZbadania zloZa na tyle dokladnie, aby moc zagwa-
rantowaé rentownofé zakladéw  wydobywiczych.
W szezegblnodel wielko§é zakladu wydobywcezego mu-
si byé dostosowana do wielkofei zioda,

W {ym stanie rzeczy umiejetnosé makisymainego wy-
korzystania Informacji zawarte} w probkach jest nie-
zmiernie waZna. O ‘poszukiwaniu s ocen na'j-
- dokladniejszych éwiadczy wielka ilo§é metod szaco-
wania opisanych w literaturze geologicanej, Np, Smir-
now w swoim podreczniku (6, str. 70 i nast.) wylicza
osiem réZnych sposob6w obliczania zasobéw kopalin
statych, a Izakson (1, str. 5-—37) wylicza ich a2 sie-
demmnascie, .

W niniejszym artykule chce daé krotki krytyezny
przeglad tych sposobéw, przy czym szczegélng uwage
chee skupié na metodologicznych podstawach metod
, shatystycznych. .

§ 1. Mefody geomefryczne. Proewazajgca ilofé me-
tod szacowania opisanych przez zacytowanych autc-
réw ma charakter geometryczny, a niemal z reguly
uzywa sie rozwazan geometrycznych do uzasadnienia
tych sposobdéw. Takimi sa: metoda blokéw geologicz-
ny'c}l, metoda blokéw eksploatacyjnych, metoda tréj-
katow, wielobok6w, izolinij, przekrojéw czy izohips.
Uzasadnienie jest zawsze tego typu: zamiast prawdzi-
wej bryly ztoza, ktérej ksztalt ijest nieznany, buduje
sig konwencjonalnie pewne figury geometryczne, kiére
w punktach, gdzie dokonano pomiaréw, majg taka
- grubosé, jak wynikla z pomiaréw; nastepnie zamiast

objetoSci prawdziwej bryly zloia oblicza sle objetosé
s!wn_stnuowanej figury geometrycznej i te przyimuje
sig jako oszacowana objetodé zloga. Jest to szezegél-
nie widoczne w sposobie trojkatow i w sposobie wie-
iobokqw, ‘W sposobie tréjkatow sieé¢ prob dzeli sie
na M'OjﬂFaty o wierzcholkach w punktach pomiaréw
iza dbwtosé zloza bierze sig objetosé bryly zlozonej
z graniastostupéw, kiérych podstawami sa owe tréj-
katy, a ktére w wierzachotkach swych podstaw majg
wysokoSci takie jak wyniki pomiaréw, Powstaje tu
dodatkowa trudnoéé wynikajgea z miejednoznacznosei
podziaty na tréjkaty. W gposobie za$ wielobokéw
dzieli si¢ badany obszar na wieloboki, przylaczajac
kagdy punkt badanego obszaru do najblizszego miej-
sca pobrania prébki, a za objetoSé zloza bierze sie

* Referat wygioszony na konferenc}i mnaukowej, =zorga-
nizowane] przez Katedre Geologii AGH w Krakowie, na
temat zastosowania rachunku statystycznego przy ustalaniu
masohinv. .

objetosé bryly zloZonej z egramiastoslupédw, kt6érych
podstawami sa owe wieloboki a wysokosciami —
wyniki pomiaréw dokonanych na podstawie.

- My$l przyéwiecajgca tym véinym sposobom — to
zastgpienie rzeczywistej bryly ztoZza przez wyideali-
zowang regularng bryle geometryczng, dostosowana
w pewien sposéb do wynikéw pomiaréw, i obliczenie
objetosci tej bryly geomeirycznej jako namiastki
objetoei ztoza. ' v

Zadaniem szacowania zZasobéw ma podstawie dane?
sieci pomiaréw jest nie tylko podanie ich przyblizo-
nej wielkosci, ale takie ocena biedu podanego przy-
blizenia. Ocena bledu jest bodaj majsiabszym punktem
metod geomefrycznych. Réznice miedzy prawdziwa
objetoscig bryly zloza a oblicZong objetodeia figury
geametrycznej nazywa sie tu blegdem analogii. Podej-
mowana rézne badania w celu zorientowania sie
w_wiellcodei tyich bledow i wyznaczenia ich zalefnosei
od gestosel sieci poszukiwawczei i od jej ksztaMu. Jak
podaje Izakson (1, str. 72 oraz 77 i nastepne), w ZSRR
byly przeprowadzane badania na modelach polegaiace
na tym. Ze poréwnywano prawdziwe obietodci resular-
nych - figur geometrycznych (np. elipsoidy obrotowei)
oraz figur nasladujacych prawdziwe uksziattowanie
zloda z ocenami uzvskanymi metodami geometryczny-
mi pa podstawie grubofci tych figur w pewnej sieci
punkiéw, Prébowano takze empirycznégo przesledzenia
tego, jak zmmniejsza sie blad oceny przy zageszezaniu
sleci pomiarow przez porownanie ocen otrzymanych
z coraz gestszei sieci pomiaréw, Jak przyznaje Izakson,
z gaszcza uzyskanych liczb nie zdolano wysnué ogol-
nych wniosk6w. Wreszcie jedng z uZywanych tu me-
tod oceny bledu jest poréwnywanie ocen obliczonych
z tych samych pomiaréw r6nymi -sposobami. Ze
Zgodnofei réznych ocen wnosi-sle wowezas o doklad-
nobci oszacowania. Sz to jednak tylko prGby dotarcla
do sedna zagadnienia, Najciekawsze sg chyba bada.ma
na modelach nafladujacych prawdziwe ukisztalfowanie

Zbadane za pomocy wiercen gruboSci ztoza w nie-
ktérych punktach motna potrakbowaé tak, jak sie
to robi w statystvece reprezentacyinei: jako prébke no-
breng z ,populacii” grubosci ziofa we wszystkich
punkiach badanego obszaru, Dlaczego by wiec nie
skorzystaé z bogatego arsemalu metod statystycznych
przy okreflaniu dokladno$ci oszacowania? I rzeczy- .
wikeie podjeto proby zastosowania tych metod.
Natknieto sie przv tvmm jednak na pewne _nar'adnksv.
ktére u pewnvch badaczy wabudzily watpliwoscl. czy
metody statystyczne w ogfle nadaja sie do zazadnie_ﬁ
Zwigzanych z szacowaniem zi62. Przechodze do omo-
wienia tych spraw. . ’

§ 2. Pierwsze priby zastosowanita metod statystyoz-
nych podjete mp. przez Ryzowa (5) a apisane w‘po_d-
reczniku Kreitera (4), byly bezpoSrednim przeniesie-
njem rozwinigtych juz wowcezas metod statystycmyclg
opartych na koncepcji statystycznej nie'ﬁaileinoécl
obserwacji albo, innymi slowy, na koncepcii zmien-
nyeh losowych niezaleinych. PrzefledZzmy pokrétoe
podstawy metodologiczne tych metod.

Klasyczne zadanie mozna sformulowaé tak. Dana
jest populacja zbozona z wielkiej liczdby otdw.
Chodzi o szacowanie na podstawie probki zlozonej
z niewidlkiej ilosei przedmiotow 4Sredniej wartoScl
jakiej§ cechy tych przedmioté6w, np. ich masy. Dla
kazdej liczby x jest w tej populacii akreflony {choé
dla nas nieznany) stosunek iloéci tych przedmiotow,
ktére majg mase mniejsza od X, do ogblnej ilodci
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przedmiotéw -w populacji. Oznaczymy go przez F(x). .
Wobec tego mase przedmiotu wylosowanego na chybit

trafil z naszej populacji traktuje sie jako realizacje

- zmiennej losowej o dystrybuancie (F(x), to znaczy

realizacje zmiennej losowej, ktéra przyjmuje wartosci

mniejsze od x z prawdopodobieristwem F(x). Powiada
sie dalej, ze (przedmioty majgce wejéé do prdbki na-
lezy losowaé niezaleZznie, a wiec gdy x;,. Xg, ..., Xp 53.
zaobserwowanymi masami przedmiotow, ktére weszly
do prébki, mozna traktowaé te masy jako obserwadje
niezalezne statystycznie albo, innymj slowy, jako
realizacje niezaleznych zmiennych losowych o dystry-
buancie F(x). Zakladamy tu milczgco, e dystrybuanta
badanej cechy przedmiotéw nie zmienia sie wskutek
wylosowania kilku przedmiotéw do prébki; jest to
praktycznie usprawiedliwione przy dostatecznie duzej
liczno$ci populacji. Skoro si¢ na to zgodzimy, mamy
otwarta droge do stosowania tych wszystkich klasycz-
nych metod statystycznych, ktére sg oparte na kon-
cepcji zmiennych losowych niezaleimych. MoZzna wiec
codpowiadaé na pytanie, z jakg dokladnoécig Srednia
z probki przybliza #$rednig z populacji, ile irzeba
wzigé dodatkowych przedmiotéw do prébki, aby osza-
cowaé $rednig z populacyi z zadamg dokladnoscia itp.
PodkreSlamy, #e stosowanie wspomnianych metod
uzasadnione jest wtedy, gdy mozna uwazaé za spel-
nicne istotne dla nich zalozenie niezaleZnoSci. Dila
praktycznej realizacji tego zaloZenia zaleca sie réine
frodki . ostroznosci przy losowaniu przedmiotéw do
probki, jak mp. uzywanie tablic liczb losowych,

Przeniesienie powyZszego na przypadek szacowania
z10% jest nastepujgce. Przypusémy, Ze chodzi o oszaco-
wanje $redniej miagszo$ci zioza na danym obszarze
D. Wéwezas dla kazdej liczby x jest okreflony choé
nam nieznany, stosunek pola fej czeSci obszaru D, na
ktorej migzszosé zloza fest mniejsza od x. do pola
calego obszaru D. Oznaczamy ten stosunek jak po-
przednid przez F(x). Powiada sie wige, Ze migZzszofé
zloza w wylosowanym punkcie obszaru D jest meali-
zacja zmiennej losowej o dystrybuancie F(x). Dalej
zada sie, aby punkty, w ktérych masja byé zrobione
pomiary miaZszoscl, byly losowane z obszaru D mnie-
zaleznie. Gdy te warunki s3 spelnione, traktuje sie
migzszoscel zaobserwowane w wylosowanych punktach
jako realizacje niezaleznych zmiennych losowych o dy-
strybuancie F(x). To uzasadnia  korzystanie z metod
statystycznych wymagajacych niezaleznodei obserwa-
cji. Z wymienionych zalozefi wynika np, twierdzenie,
Ze jedli s Yjest odchyleniem standardowym -(maczej:
dyspersja) miazszoscina obszarze D, to s/Van jest ble-
dem oszacowania éredniej miggszoSci na obszarze D
przez drednia migZszodci zaobserwowanych w n wy-
losayvanych punktach. Tego twierdzenia m. in. uzywa
. Krajewski (2) przy wyznaczaniu gestoSci robét po-

szukiwawczych.

Opisany sposéb stawiania zagadnienia ma jednak
pewne Amanka’lmenty. ‘Przede wszystkim wymaga loso-
wania punktéw, w kiérych maja byé zrobione po-
Iniary, i to losowania. niezaleinego ‘poszczegélnych
prun.ktéw.' To wymaganie losowania punktéw, w kt6-
rych majg byé zrobione pomiary, budzi szczegdlnie
sprzeciw geologoéw-prakiykéw., Powiadaja omi, Ze
przeciez w wyniku losowania moze sie zdarzyé, ze
wszystkie wylosowane punkty wypadng w jednym za-
aka't?:-u badanego obszaru D, a jest niezmiernie trudno -
uwierzyé, zeby szacowanie migszo$ci na calym obsza-
TZe D na podstawie pomiarow w jednym tylko zakgt-
ku moglo by¢ rozsadne, Intuicja stanowczo temu prze-
czy. Ma ona mocne ] ) w doSwiadezeniu, ktére
poucza, e miagszo$é ziokza mie zmienia sie na ogbl
zbyt nagle, wobec czego liczne préby w jednym miej-
scu po pierwsze powtarzajg poniekad jedna  drugs,
a po drugie slabo informuja o migZszoSci w czesci
obszaru D nie pokrytej pomiarami. W {ym stanie
rzeczy postepuje sie praktycznie tak, Ze pomiary robi
sie w mniej lub bardziej regularmej siec .pumktégw.
a blad oszacowania oblicza sie tak, jak gdyby pomia-
ry mogna uwazaé za statystycznie niezaleZme, Grozl
to przecenieniem wielkosci bledu oszacowania.
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Nie jest to jedyna trudnoéé. Jednym z zadaﬁ przy=-
kuwajgcych uwage geologéw jest klasyfikacja -zi6z
ze wzgledu na trudnofcl zwigzane z szacowaniem ich .
parametrow. Na takiej klasyfikaeji oparte sg normy

‘gestofel sieci poszukiwawezej (2), Otée probowano

oprzet¢ taka klasyfikacje na tak zwanym wskaZniku
zmiennoéei, to jest na stosunku standardowego od-
cliylenia danej cechy do jej $redniej. Ta $rednia i to
odehylenie standardowe obliczane sg z reguly z obser-
wacji romciggajgcych sie¢ na duzych cbszarach, gdy
tymczasem zageszczenie sieci poszukiwawcze) ma mieg-
dzy innymi na celu uzyskanie mozliwosci poréwny-
wania ze scbg mniejszych kawaltkow zioza, Otéz zioza
o takim samym wigpétczynniktu zmiennoSci mogg sie
znacznie réznié pod wzgledem ciggloscl, Grozi to tym,
%e zaprojekiowana na podstawie samego wspolezyn-
nika zmiennoéci sie¢ poszukiwawcza bedzie dla zi6z
c%]{‘:h az za gesta, a dla innych jeszeze ciagle zbyt
r a. : :

Trakbowanie poszczegélnych pomiaréw parametru
zloza jako obserwacji niezaleznych Yjest niewatpliwie
pociggajace z tego powodu, Ze pozwala na mechanicz-
ne przeniesienie znanych metod statystycznych. Je-
dnak wskutek leZzgcego u jego podstaw wymagania
niezaleznego losowania punktéw pomiarowych z ba-
danego obszaru takie ujecie zagadnienia uniemozliwia
uchwycenie i uwzglednienie w rachunku réznic
w ciaglodci poszczegélnych z16z, jakie zachodza np.
miedzy pokladowymi zlozami wegla a impregnacyj-
nymi zlozami cynku.

W dalszej czefoi- artykulu chece wskazaé takie pro-
babilistyczne postawienie zagadnienia szacowania pa-
rametréw zioza, przy ktéorym mozna nie tylko uza-
sadni¢ przewage systematycznego rozmieszczdnia
punktéw pomiarowych, ale takze obliczyé numerycz-
nie, jak rézne sposcby rozmieszczania punktéw po-
miarowych wplywaja na dokladnoéé . szacowania,

§ 3. Jak uwuzgledniaé dotychezasowe obserwacje
przy szacowaniu? Metody statystyczne, o ktérych do-
tychczas mowilem, wykiorzystywaly przy szacowa=
niu tylko aktualne dbserwiacje. W archiwach biur geo-
logicznych sg jednak nagromadzone wieclkie - ilogci
ohserwiacji 1 warto by sie pokusié o wykorzystanie do-
Swiadczenia tam zawartego do ulepszenia aktualnych
ccen, : ‘

Omoéwie tu jeden sposdb pozwalajgcy wykorzystaé
przeszle Obserwacje przy alktualnych oszacowaniach.
Wydbrazmy sobie w tym celu rodzine blokow eks-
ploatacyinych o ustalonym ksztalcie i wielkodei wy-
cletych w ztozu o ustalonej strukturze geologicznej.
Wyobrazmy sobie dalej, %e na pewnej iloici tych blo-
kéw, ktére mozna uwagaé za reprezentacyjng probke
z naszej populacji blokéw, w punkfach wylosowanych
niezaleinie z tych blokéw zostaly dokonane pomiary
migzszosei zioza. Te dane cheemy wykorzystaé przy
szacowaniu objetosci zloza w hblokach dotychezas nie
badanych., Jako podstawe do szacowania objetosci
zloza na nowym bloku mamy przeto pomiary migg-
szodcl w punktach wylosowanych niezaleznie w tym
nowym biloku i dane archiwalne dotyczace hlokc}w
pomierzonych. dawmiej. Otéa z dawnych pomiaréw

‘mozemy obliczyé rozklad objetoSci ztoza na blokach

dotychczas badanych, Ten rozkiad moemy przyjgé
za rozkiad objetosci wéréd blokéw Seszcze nie zba-
danych jako tak zwany rozklad a priori. Jezeli jesz-
cze uda sie nam ustalié, jak zalezy rozklad migi-
szofei w punktach wylosowanych z bloku od obje-
tosci zhoza na tym 'bloku, to bedziemy mieli otwarty
droge do =zastosowania schematu Bayesa, ki6ry -
uwzglednia dotychczasowe dofwiadczenie w  postaci
rozkladu a priori i oplera oszacowanie objetosci
w nowym bloku na rozkladzie a postericri, ten za$
oblicza sie lgeznie z rozkiadu a priori i akiualnych
pomiaréw. Sems orzeczenia, ze wediug rozkladu a pos-
teriori objetosé zioza na badanym bloku jest mniejsza
od ustalonej uprzednio liczby x z jakimé prawdopo-
dobiefistwem, jest wowcezas taki, Ze gdybyémy pona-
wiali pomiary na coraz nowych blokach i za kaz-
dym razem notowali prawdziwg objetoSé zloza na
tych blokach, na ktérych wynik pomiaréw bylby taki



sam jak na bloku aktualnie badanym, .to s_townek
flosei blokéw, ma ktérych objetosé bytaby mmerz-a
od. x, do ogblnej iloSci tych blokéw bylby réwny
whadnie owemu prawdopodcbiefistwu a- posteriori.
O takim postawieniu zagadnienia pisze np. Trem-
becki (7). Nie rozumiem jednak, jak doszedt on do
wniosku, ze gesto§é sieci poszukiwawczej ma byé ad-
wrotnie proporcjonalna o zmiennoéei ztoza? .

Opisane tu bayesowskie potrakiowanie zagadnienia
jest krokiem naprzéd: pozwala wykorzystaé doswiad-
czenie zawarte w dawniej wykonanych pomiarach.
Jestefmy jednak dalej skrepowani tym, Ze rozwaza
sie tu jedynie losowanie niezalezne punktéw pomia-
rowych, Nie ma wiec nadal mowy o uwzgledniemu
wplywu sposobu rozmieszczanio’ punkiéw pomiaro-
wych na dokladno§é oszacowania. Powiedzieliémy
réwniez, Zze potrzebna jest przy tej metodzie znajo-
mo$¢ zaleznodei rozkladu migzszoéci w wylosowanych
punktach od prawdziwej objetoSci ztoza na bloku,
Otoz zalezno§é ta w znacznym stopniu zmnienia sig
wraz z wielkodcig i ksztaltern bloku, brak za§ w niej
gveskazéwek co do sposobu wyeliminowania - tej za-

Znoscei

§ 4. Ujec'e zagadnienia na grunciz teorli preceséw
stochastyeznych. Przystepujemy do opisania takiego
probabilistycznego ujecia zagadndenia, przy ktorym
jest mozliwe badanie wplywu sposobtw rozmieszcoza-
nia punktéw na dokladnoéé cszacowania jak réwndez
odpada wspomniany doplero co ktopot z zaleZnoscig
rozkladu miaZzszosci od wielkoSei i ksztattu bloku.
Jest to sposéb zaproponowany przeze mmnie wpracy (9).

Dla wskazania istoty tego ujecia zaczniimy od bar-
dzo uproszczonego przykladu. Wyobrazmy wiee soble
TZad beczek nie réznigcych sie wygladem zewnetrz-
nym, z kiérych jedne sa puste, a inne pelne i zawie-

rajg po 2 hl nafty, Ustawione sg tak, ze nastepuje po’

sobie kolejno po osiem beczek |pustych i po osiem be-
czek pelnych (to jest nasze zloze). Nam wolno wy-
braé dowolnie piet¢ kolejnych beczek (to nasz blck
cksploatacyjny), zmierzyé ilo§é nafty w dwu z nich,
ktére wolno nam dowolnie wskazaé (to nasze wierce-
nie prébmne) i na tej podstawie oszacowaé ogdlng ilasé
nadfty we wszystkich pieciu wybranych beczkach (to
nasze oszacowanie objetoéci ztoza na bloku eksploata-
cyjnym). Owo fikcyine beczkowe ziode pokazuje
schematycznie ryc. 1; czarne kétka prizedstawiaja
beczki z nafta, blate kétka — beczki puste,
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Rye. 1

Wybierajac na chybit trafil poczatek .ndszej piatki
beczek, natrafimy z jednakowym prawdopodobiefi-
‘stwem na jeden z szesnastu przypadkéw przedstawio-
nych schematycznie na rye. 2, na kitérym. kélka ujgte
w ramke pokazuja ramm-eszczenie pustych i pe‘!nych
beczek w wy‘braneJ piatce.

Rozwazmy szacowanie zawartoSci nafty w pieciu
beczkach na podstawie jej zawartoSei w skrajnych
beczkach pigtki (to jekby jeden z mozliwych sposo-
béw systematycznego rozmieszczania wiercefi  préb-
nych). Wéwezas w przypadkach 1 do 4 i od 9 do 12
nie popeinimy bledu przy szacowaniu: w pierwszych
czterech przypadkach S$rednia zawarto$é nafty we
wskazanych dwu beczkach wynosgi 0 hl i na tej pod-
stawic zawarto$é we wszystkich pleciu beczkach sza-
ctujemy na 0 hl, ta ocena jest zgodna ze stanem fak-
tycznym, W przypadkach od 9 do 12 Srednia zawar-
tos¢ we wskazanych dwu beczkach jest 2 hl, a wiec
zawartos¢ we ‘wszystkich pieciu beczkach szacujemy
na 10 hl, co jest réwniez zgodne ze stanem fakiycz-
nym, W pozostalych ofémiu przypadkach popeiniamy
bledy, gdyz frednia zawartof¢ w skrajnych beczkach
jest wowezas stale r6wna 1 hl i na tej podstawie osza-
cowujemy o0g6lng zawarto§¢ w pigeiu beczkach na

'5 hl, gdy prawdziwa zawario§é nafty we wszystk‘idh

fnqciu beczkach razem wynosi kolejno 2, 4, 6, 8, 8, 6, 4
2 hektolitry. Na szesnadcie rawnopralwdopoidobnych
przypadkéw 8 razy nie omylimy sile, 2 razy oszaco-
wanie bedzie 0 3 hl za male, 2 razy o 1 hl za male,
2razyolhlzaduze12.razy03hlzaduze Sredni
kwadrat bledu jest roewny

i-g[s .09 2 =32 (=1)2 42104237 =
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Gdybyémy szacowali nie na podstawie zawartosci
w beczkach skrajnych, lecz np. na podstawie zawar-
tosci w beczoe drugiej i czwartej, to oszacowanie po-
lepszyloby si¢ w przypadkach 5, 8, 13 1 16 (ryc. 2). Np.
w przxﬂpadku 5 oszacowalibySmy og6lng zawartosé
na 0 hl, a nie jak przedtem na 5 hl, i -oszacowanie
bytoby o 2 hl za male zamiast jak przedtem o 3 hl
Za duze, Sredni kwadrat bledu zmalatby -dzieki- temu
dwu.k.rotnie, 2/« na 14, Tym razem beczki prabne
majg w'zgledem badanej piatki inne, bardziej central-

ne polozenie, Widzimy, ze wplywa to wywaZnie na
polepszenie dokiadnoscl Oszacowania,

Poréwnaliémy - przed. chwils dwa systematycme
sposcby pobierania prébek. Zapytajmy teraz o do=
kladno$é oszacowania przy losowym .pobiemaniu dwu
beczek do prébki. Otéz dwie beczki z pleciu mozZna
wylosowaé- na 10 réznych sposobéw, W przypadkach
od 1.do 4 i od 9 do 12 {ryc. 2) przy kazdym wyniku
tego losowania doszibyémy do irafnej oceny zawar-
todci nafty we weszystkich pigeiu beczkach, "ale np.
w przypadku 5 mylilibySmy sie zawsze. Mianowicie
na 10 mozliwoéci 4 Tazy oirzymalibyémy ocene 5 hl,
a 6 razy otrzymalibysmy- ocene 0 hl, gdy prawdziwa
zawartosé nafty wynosi w tym prrzypadku 2 hl. Tak
wiee -4 razy podaliby$Smy cceng o3 hi za duzg i 6
razy o 2 hl za mala. Sredm k:wadrat bledu w ‘tym
przypadku réowny :

(6-28 + 4.39.10 = 6

Gdy obliczymy S$rednia analdglcmyeh hczb dl:a
wszystkich szesnastu prz 6w przedstawionych na
ryc.. 2,.ofrzymamy jako §redni kwadrat bledu oszaco-
wania przy losowym wybieraniu beczek prébkowych
liczbe 4; widzimy, o lle gorsze jest losowe wyblera-
nie beczek prébkowych w poréwnaniuw z - rozpatrzo-
nym uprzednio sy'stematycmym ich rozm.ieszcz\aniem
w ‘badanej piatce.

Zaletnodé dokladnoéci oszacowania od! "sposobu
rozmieszczenia beczek prébkowych w badanej piatce
Wystapxla tu dlatego, ze w naszym ,zlozu” puste

i pelne beezki stojg seriami po osiem. Skutek tegd

jest taki, Ze gdybyimy

na podstawie zawartoéci

. w beczod - wybranej na
chybit trafit chcieli od-
gadnaé, czy jej sasiadka
jest pelna-czy pusts, to
potrafilibySmy odgadnaé

' trafnie érednio 7 razy
na 8 préb. Wystarczyto-
by orzekaé, Ze sgsiadka-
jest taka sama jak becz-
ka, ktérej zawartosé
sprawdziliémy. = Nato-
miast, jak atwo spraw-
dzié, znajomoéé zawar-
toéci ' wylosowanej na
chybit trafil beczki nie
nam nie méwi o tym,

czy beczka czwarta li-

czgc od niej jest pelna

czy pusta.
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Rozpstrzone zadanie moina sformulowaé w termi-

nach pieciu zmiennych losowych przedstawiajgcych
zawarto$é nafty w pieciu beczkach stanowigcych nasz
,blok eksploatacyjny”. Ich lgczny rozklad prawdopo-
dobienstwa latwo odezytaé z ryc. 2, ktéry moina po-
traktowaé jako liste szesnastu r&wnoprawdopodob—
nych ukladéw wartoci tych pieciu zmiennych loso-
wych. Odeczytujemy stamtad, Ze kazda z tych zmien-
nych losowych przyjmuje z prawidopodobiefistwem
1:2 warto§é 0 i z takim samym prawdopodobien-
stwem 1:2 wartos¢ 2 (ilo§é hekiolitréw nafty), ze
wiee wszystkie one majq warto§é oczekiwang 1 1 dy-
spersje 1. Wspblezynniki korelacii zaleizg tylko od
réznicy numeréw naszych zmiennych losowych i dla
zmiennych losowych o numerach réinigcych sie
o 1 wynoszg 3:4, przy réinicy numerdéw 2 s3 réwne
2:4, przy rfdnicy numeréw 83 sa réwne 1:4,
a skrame zmienne losowe sg nie skorelowane, Zada-
nle za$§ formuluje sie tak: oszacowaé sume naszych
pieciu zmiennych losowych znafjgc Srednia wartosé
dwu z nich, kitérych numery wolno nam wybraé.

y na koniec, Zze probabilistyczny lub jak

Podlcresim
kto waoli, statystyczny sens naszego zadania jest .

w gruncie rzeczy zawarty w ryc. 2, ktéra okre§la nam
n»populacje” ,,blokdw elnsploatacymybh” z jakimi
mozemy sie spotkaé,

Sadzimy, te po tym przykladzie bedg zrozumiale
nastepujace wyjadnienia ukazujgce sens zastosowa-
nia proceséw stochastycznych do opisu struktury
z162, Mianowicie rozwazania nasme odnosimy do ro-
dziny blokéw eksploatacyjnych, jakie moZzna wycigé
z wielkiego zloza o ustalonej strukiurze geologicznej.
Bardziej obrazowo moina to powledzieé tak, ge dy-
wan takiej wielkoSci i ksztaltn jak blok eksploata-
cyiny ‘kladziemy kolejno w réénych miejscach wiel-
kiego zltoza { za katdym razem notujemy pod kazdym
punkiem dywanu aktualng mia&szoéé zloza, Dla kaz-
dego . punktu dywanu z osobna mozemy sie wiec za-
pytaé o to, jak czesto pod tym punktem dywanu po-
jawia sie migZszoSé mniejsza od wustalonej uprzednio
liczby x? Innymi slowy, pytamy o rozklad prawdo-
podobiefistwa migiszodel zloza pod ustalonym punk-
tem dywanu. Jest naturalne przyjaé. e przy ziozu
dostatecznie wielkim w poréwnaniu z wymiarami
bloku eksploatacyinego ten rozkiad miaiszoSci be-
dzie praktycznie taki sam dla wszystkich punktéw
dywanu i Téwny rozkladowi mig#szosei w catym zto-
Zu, Podobnie dla ustalonego ukladu punktéw na dy-
wanie moZna zapytaé, jak czesto pod tymi punktami
pojawiaja sle migdszosci mniejsze odpowiednio od
ustalonych liczb? Innymi slowy, pytamy o rozklad
prawdopodobiefistwa ukladu mig¥szofici ‘pod wskaza-
nymi punktami dywanu. Wydaje sie rozsadne przyiaé,
Ze dla zloza izotropowego rozklad ten bedzie zalez-
ny tylko od wzajemnych odlegtoéci punktéw wybra=
nych na dywanie,

W tym wiasnie sensie, to znaczy przez odwolanie si¢
do rodzmy mdzliwych blokéw eksploatacyinych, be-

rodzine mien'nyc.h losowych y{p) przypisanych po-
szczegolnym punktom p bloku eksploatacyjnego 1 re-
prezentujacych miaiszoéé zloza w punkéle p, Mate-
matycznie méwige, strukture Zoza bedziemy wiec
opisywali za pomoca rodziny zmiennych Ilosowych
przypisanych punkitom plaszezyzny — a to zZnaczy za
pomiocy plaskiego procesu stochastycznelgo.

. Z powyiszego wynika, 2e strukiyre zloZa izotropo-

wego mozna opisywaé za pomocg plaskiego procesu

stochastycznego, w ktérym

(a) wszystkie zmienne losuwe ¥p) maig jednakowy
rozklad prawdopodobiefistwa

(b) laczny rozkiad prawdopoddb&eﬁshva zmiennych
losowych y(p), ...¥y{d), przyporzadkowanych punkiom
py...q, zalezy -tyﬂ-w od wzajemnych odlegtoéci iych
punktéw, a nie od ich absdlutnych wspéirzednych.

Zalozenje wWymienione pod (a) i (b) charakteryzuja
rodzine zmiennych losowych y(p) jako plaski proces
stochastyczny stacjonarny i izotropowy. Istotny po-
step w stosunku do
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sytuacji opisanej w § 3 polega

na tym, 2e obecnie strukture zloZa opisujemy przez

lgczne rozklady prawdopodobiefistwa zmiennych loso-

wych Wp),...¥(q). Oto dlaczego w iym ujeciu otwarta
jest droga do uwzglednienia wplywu rozmieszczania
punktéw pomiarowych na dokladno§é oszacowania.
Te Ilgczne rozklady prawdopodobiefistwa, gdy sie je
pozna ze starych pomiaréw, graé beda takg role jak
rozklady a priori w § 3.

§ 5. Uproszczenie zadania. Mo6wiliSmy dotychezas
0 lgcznym rozkladzie prawdopodobiefistwa zmiennych
losowych ¥p). Rozklady tekie zadane sg za pomocg
dystrybuant, ktére w przypadku igcznego rozkladu
prawdopodobiefistwa n zmiennych losowych ' s3 -funk-
cjami n zmiennych rzeczywistych. Nic dziwnego, Ze
estymowanie tych funkcji, acz teoretycznie mozliwe,
jest praktycznie bardzo trudnym zadaniem, Dlatego
w przypadku jednej zmiennej losowej zadowalamy sie
zwykle znaJomoéclq tylko dwu cha:rakbe'rystyk licz-
bowych jej rozkladu: dredniej m i dyspensii's. Oka-
Zuje sie, Ze. do wyznaczenja Sredniego kwadratu bie-
du, ktory charakteryzuje dokladno$é oszacowania,
wystarczy ponadio znajomofé wspélczynnikéw kore-
lacjl miedzy parami zmiennych losowych y(p) 1 y(q).
Egczny rtozklad prawdopodobiefistwa i -wspblezynnik
korelacji zalezy jedynie od odleglofci punktéw p i q.

Funkeja odlegloci d tych punktéw podajaca te za-

leinoéé zwile sie funkcjg korelacyjna. Oznaczmy jg
przez f(d). Tak wiec do scharakteryzowania rodziny
zmiennych losowych y(p) ze wazgledu na dokladnodé
oszacowania mierzong za pomocg Sredniego kwadratu
bledu wystarczy znajomoié dwu stalych liczbowych,
m { s, oraz jednej funkeji korelacyinej £(d).

W pracy (9) staralem sie wyznaczyé funkecje kore-
lacyjng dla zi6z cynkowych, W éwietle tych wynikéow
oraz tego, co udalo sie znalezé w literaturze. wydaje
sie, Z¢ mozna poj§¢ jeszcze dalej 1 ograniczyé sie do
zastgpienia 'I‘lmkcn korelacyme: paramefrem licz-
bowym. Okazalo sie bowiem, ze we wszystkich przy-
padkiach obliczone z obserwacjl empiryczne funkcie
korelacyjne daly sie zaskakujgco dobrze wyréwnywaé
funkcja wykladniczg #(d) = exp(~Cd), gdzie C jest
staly dodatnig. Wobec tego funkcija kore-ba-cy';na mo-
glaby byé scharakteryzowtana statg C i tylko tg sta-
13 trzeba by wyestymowag. Tak wiec zadanie uprasz-
cza sie o tyle, Ze charakterystyke struktury zioza daje
sie zamkngé w tr6jce liczb, Sredniej m, dyspersji s
1 stalej dodatniej C, chamkteryzuaace; f'll‘nkCJQ korela~
cyjna. Do tego dochodzié mozZe jeszcze liczba § — to
jest dyspersja bledu losowego przy pomiarach (9).

§ 6. Zaleino§é dokladnofot oszacowania od spessbu
rozmieszozenia punkiéw probnyech, W pracy (9) poda-
lem wzory wyrazajace bledy oszacowania przy usta-
lonym rozmieszczeniu punktéw na bloku w zaleznoéel
od charakteryzujgcej zloze funkcjli korelacyjnej i sta-
iych m, s. Rozpatrzylem tez jak od tych wielkoSel
zalezg najlepsze liniowe estymatory éredniej wartoscl
parametru na bloku. Sg to wzory dosé trudne z punk-.
tu widzenia rachunkéw. ZaleinoSciy doktadnodel
oszacowania éredniej wartofeci parametru zioza na
bloku, np. fredniej miazszosci, zajatem sie z nieco in-
nego punktu widzenia w pracy (10). Rozwazylem fam
szacowanle $redniej parametru na bloku jedynie za
pomocy §redniej arytmetycznej z wynikow obserwacji
i studiowalem =zaleZno$é éredniego kwadratu bledu
oszacowania.od sposobu rozmieszczania punktéw po-
miarowych.

Rozwazylem trzy spoeoby rozmieszezania punktéw.
Jeden — losowy —. polegajgcy na niezaleZnym loso-
waniu punktéw pmn"aruwytm z calego bloku eksploa-
tacyjnego, na ktérym ma sie oszacowaé Srednig war-
tosé pamametru. Drugi — warstwowy — polega na
tym, ze blok dzieli si¢ na tyle przystajacych i rozig-
czonych czebci, ile pomiarowych ma sie wy-
braé, i los'u.Je sle niezaleznie po jednym punkcie
z kanzdelj czefcl, Trzeci — systematyczny — polega na
tym, 2e blok dzieli si¢ na tyle meém ile pumktbw
pomxa:ruwy'ch trzeba wybraé, z tym Ze teraz zada sig,
aby c¢ZeSci byly przystaja,oe przez przesunigcie. Na-
stepnie losuje sie joden punkt w czeSci pierwszej,



awpozdsta!yehcwéciachbiegmsiqpunktyodpo-
wiadajgee mu przez przesuniecie ustaia-jace przysta-
wanie odpowiednich czeSci. Okazalo sie, ze niezalei-
nie od ksztaltu czeSci 1 od tego, jaka jest funlkeja
korelacyjna, sposéb warstwowy ptrowadm zawsze do
mniejszych bledéw niz losowy Potwierdza to intu-
icje, w my$l ktérej ograniczenie elementu losowego
przy rozmieszczaniu punktéw jest lkorzystne.

O potrzebie takich badaf niech jednak posSwiadezy
fakt, 2e w pewnych okolicznofciach sprecyzowanych
w (10), kiedy czeSci, na jakie jest podzielony blok,
sg jak najbardziej zwarte, i przy ,zlozu” izotropo-
wym z wykladniczg funkcja korelacyjng warstwowe
rozmieszczenie . punktéw Jjest korzystniejsze niz sy-
stematyczne, Jest to sprzeczne z wymieniong intuicia,
gdyz przy systematycznym rozmieszczeniu pun!kt(xw
element losowy jest jeszcze mocniej ograniczony niz
przy warstwowym. Ideg przy§wiecajacy tym ‘bada~
niom jest znalezienie takiego sposobu rozmieszczania
punktéw pomiarowych, kitéry by sie wyrédniat pew-
nymi optymalnymi wiasnoéclami ‘w stosunku do in-
nych sposob6éw rozmieszczania punktéw i Zeby te
optymalme wiasnodel byty jak najbardzied nieza.lezne
od aktualnej funlacji korelacyjnej ztoza.

8§ 7. Program dalszych badan. Na zakoficzenie kilka
uwag o badaniach, jakie wydaje sie moina i warto
przeprowadzié, NaleZg do nich przede wszystkim
dalsze badania funkcji kcmelacy'jnych réeznych z164.
Za ciekawe | potrzebne uwagZam poréwnanie pod tym
wzgledem 216z o réznych strukturach geologicznych,
np. ziéi cynku ze ziotami wegla, Do fego rodzaju ba-
dafi najlepiej nadajg ‘sie materialy skladajgce sle
z pomiarow wzdluz ustalonej prostej poczynionych
w réwnych odstepach (poréwnaj ,stumetréwke”
‘W pracy 8, sir. 122), Nalezaloby zebraé wiecej takich
g ma-femmléw Mniej sie natomdast nadajg do wyznacza-
nia funlkeeji korelacyinej materiaty z&omn.e z punktow
rozrzuconych nieregularnie. MoZna je jednak latwo
wykorzystaé do badania struktury zioza w nieco inny
spos6b. Warto mianowicie przestudiowaé, jak zwiek-
sza sie dyspersja parameiru wraz ze zwiekiszaniem
obszaru, z ktérego pochodza obserwacje; -jest to Scifle
awigzane z .'fun.kcja korelacyjng. Dalej, w pracy (9)
okazalo sle, ze nlemalg role w ogélnym biedzie osza-
cowania odgrywaja btedy pomiaréw, Na.lezy je prze-
studiowaé. Za ciekawe i potrzebne uwazam skonfron-
towanie oszacowania bledu pomisrowego wynikajg-
cego z eksirapolacii w kierunku zera funkej] kore-
lacyinej (9) z oszacowaniami tego bledu uzyskanymi
na innej drodze. Za potrzebne uwazam fakie badania
teoretyczne w rodzaju przedstawionych w (10). Majg
one zresztg znaczenie nie tylko dla badania ziéz, ale
takze np. w polowych doSwiadczeniach rolniczych.
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STEFAN ZUBRZYCKI

ESTIMATING ORE-DEPOSITS
A8 A STATISTICAL PROBLEM

Summary

The author, beyond discussing in short the metho-
dological basis of geometrical methiods wsed in esti-
mating parameters of ore-deposits, comcerns himself
with statistical methods. The very first applications
of such methods consisted in using faitly developped
statistical methods based on a concept of statistical
indepenidence of observations, However, in order to
justity the assumption of independence underlying

+ these methods the measurement points must neces-

sarly be distributed at random on the investigated
domain, s. g exploifation block. It is why the very
unpogﬁam question how the way of distributing the
measturement points influences the exactness of esti-
mation can not be answered on the basis ©of these
methoéds. The author proposes and discusses another
method of dealing with a problem In guestion which
is based on theory of plane stationary stochastic

can be discribed in terms of correlation function.
This enables us t0. glve answers 0 quesfions concer-
ning the dependence of exacimess of estimation on
the distribution of measurement points. The results
obtamsdupmonowamerevuewedandsuggesﬁms of
further researches are given.
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