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ZASTOSOWANIE ANALIZY WYRGZNIAJACEJ W GEOLOGII

Analiza Wyréiniajqca, zwana teZz analizg dyskry-
minacyjng (discriminant analysis), jest jedng z tech-
nik statystyecznych uzywanych do testowania przy-
naleznofci obiektéw, w tym obiekibw geologicznych
do wstepnie zdefiniowanych populacji (w geologii do
populacji geologicznych), W badaniach geologieznych
jednym z typowych do rozwigzania jest nastepujace
zadanie: na podstawie wiedzy merytoryczne] sq usta-
lone i por6wnywane dwie (lub kilka) populacje geo-
logiczne przedmiotowe — moga to byé okreSlone
rodzaje skal, serie l'itofacJalne itp.; kazda z rozpa-
trywanych populacn jest opisana przez pomiar tego
samego zestawu cech. Jako cechy moga byé przy-
jete dowolne wilasnoéci fizyczne, chemiczne lub inne
charakterystyczne dane, uznane przez geologa za
reprezentatywne dla danych populacji. Jezeli badane
populacje, dane przez zbiory obiektow (préb) opisa-
nych tym samym zestawem cech, porédwnuje sie
miedzy sobg poZyteczne byloby mieé test pozwala-
jgey odpowiedzieé¢ na nastepujace pytania:

1. Czy obie (kilka) populacje rézniq sie miedzy
sobg?

2. O ile populacje nie r6inia sie, to czy opisujace
je zestawy cech sa trafnie dobrane?

8. W jaki spos6b przydzielié do jednej z dwu ba-
danych populacji obiekt bezwzglednie nalezgcy do
jednej z nich, ale taki, %e zaklasyfikowanie go nie
jest oczyw1ste'? _ :

Tego rodzaju testem jest tzw. funkcja wyrdinia-
jgca (dyskryminujgca). Amnaliza wyrézniajgea jako
metoda oraz funkcja wyréeniajaca stosowana byla
w naukach geologicznych od 1949 r. W paleontologii
zastosowal jg B. H. Burma (1), a nastepnie w rbéi-
nych dziedzinach geologii wielu uczonych amerykan-
skich, kanadyjskich, radzieckich i angielskich. Opis
m.atematyczny metody mozZna znaleZé u W. C. Krum-
beina (1965). Na jego podstawie wprowadzono te
metode do praktyki geologii w Polsce. W Polsce
liniowa funkecje . wyréiniajscg stosowano przede
wszystkim do rozdzielania osadéw czwartorzedowych
J. Rzechowski (4) oraz N. Lipifiska zastosowali jgq
do rozdzielania glin zwalowych, K. Wuitke (8) —
do testowanid rozdzielezofci powstalych w réinych
warunkach populacji piaskéw eolicznych oraz I

Wiatr (7) — do rozdzielania osadéw limnoglacjalnych. -

Badania polskie byly wykonywane na podstawie
-programéw obliczeniowych P. Stenzld, K, UScu‘lskiej
(6) oraz prac metodycznych I. Wlatr P. Stenzla,
A. Kowalskiego (8). Ponizej zostang opisane zalo-
%zenia geologiczne, procedura obliczeniowa i wnioski
dotyczace metodyki stosowania analizy wyréiniajg-
cej w geologii.

? T ZALOZENIA GEOLoGIc:iNE
Zaklada sie, %e na podstawie wiedzy geologicznej

mozliwe  sa do ustalenia przedmiotowe populacje

geologiczne, rozumiane jako  zestawienia wynikéw
_pomiar6w iloSciowych lub ocen jakosciowych (prze-
ksztatconych operacyjnie), tj.- cech charakteryzujg-
eych obiekty tworzgce populacje. Rozpatrywany be-
dzie przypadek, gdy okre§lono dwie populacje geo-
logiczne.

Przyklad 1, Badaniu podlegajy: populacja gliny
zwalowej zlodowacenia baltyckiego oraz populacja
gliny zwalowej zlodowacenia Srodkowopolskiego. Po-
pulacje te sa reprezentowane przez okreflone iloci
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prébek pobranych z obu rodzajéw ghn zwalowych
Z kolei dla kazdej prébki pomierzono np. procento-
we zawartofci frakeji: piaskowej i ilowej, wilgot-
nofé naturalna, ciezar objetoSciowy, edometryczny
modul SciSliwofci, wskaZnik Skemptona. Liczbowe
zestawienie wynikéw pomiaréw procentowych za-
wartoSci frakeji oraz wybranych cech fizycznych
bedzie opisywalo populacie glin zwalowych, eczyli
populacja glmy zwalowej zlodowacenia baltyck1eg0'

prébka nr 1 prébkanr......
x; piasek 62 o . .
xg i1 15 . . .
Xy wilgotn. nat. 11,9 .
x4 ciezar objet. 2,26 . .
x5 wskaZnik Skemptona 0,567 . .
xg Scisliwosé 190
a populacja gliny zwalowej zlodowace'ma grodkowo-
Ppolskiego’

probka nr 1, prébka nr

x; piasek 67 . . e
Xg it 13 « . . .
x3 wilgotn. nat, . 10,5 . . . .
x4 ciezar objet. .- 220 . e
x5 wskaZnik Skemptona : 0,800 . . . .
x5 Scisliwosé 920 .

W, tym przykladme uznano, Ze obie populac]e sa_
wystarczajaco dobrze opisane przez zestawienie pro-
centowych zawartoSei wybranych frakeji w glinach
oraz niektéryeh cech fizyeznych, Jak widaé do opi-
sania populacji uZyto tu cech, w ki6rych znalazia
odbicie geneza powstama skat tworzacych populacje.
Zestaw tych cech mozZze byé dob1erany doweclnie, w
paleontologii beda to np. wymiary badanych ska-
mieniatoSei lub charakterystyczne stosunki tych wy-
miaréw. Przy rozdzielaniu lagunowych osadéw wa-
piennych Link (2) uzyl jako cech m. in. wartoSci
potencjalu utleniajaco-redukeyjnego i pH mierzo-
nych w lagunie; przy badaniu. kolektoré6w ropono$-
nych uzywa sie jako cech: przepuszczalnofei, poro-
watofici, charakterystycznych wielkoSei amplitud
anomalh pomiarowych z karotain wykona.nego przy
badaniu np. piaskowcoéw zawierajacych i nie zawie-
rajgcych ropy naftowej itd, Uzycie cech jakociowych
do analizy wyrézmamcej jest mozliwe pod warun-
kiem, ze dadzg sie one’ operacyjnie zmienié (zdefi-
mowaé) -do” postaci liczbowej. Bardzo -czesto ocenia
sie np. czestof¢ wystepowania danej cechy jakoScio-
wej- (czestodé wystepowama ‘okreflonych skamienia- °
lofci w badanej serii skalnej, - czestodé wystepowa~
nia danej warstwy w okreflonej htofacp itd.). ’

W odniesieniu do skal populacje jednorodne mo-
ga byé okreflone kryteriami homogemcznoém, a
wiec sg to skaly:

a) powstale jako okreflona imasa ska.lna w Jedw
nym okresie w wynikn jednego procesu lub jednego
zZespolu proces6w geodynamicznych,-

b) stanowigce jedna litofacje, . '

c) stanowigce te sama strukturq podlega;qca w
catej swojej objetoseci tym samym procesom geody-
namicznym,

d) charakteryzma,ce ‘'sie ty sama historig geolo-
giczng,

Rea_sumu;ac, wszedzie tam, gdzie dwie populacje
geologiczne daja sie opisaé {ym samym zestawem
cech, w kiérych ma odbicie geneza powstania tych
populacji, moina prébowaé dodatkowo do celéw



rozdzielania populacji i celéw klasyfikacyinych uzyé
mectody analizy wyréiniajgce]. Celem jej jest do-
starezenie réwnania funkeji (powierzchni), za po-
mocg ktérej badane populacje bedg: a) rozdzielane;
b) nowe probki bedg przyporzadkowane do jednej
z populacji czyli klasyfikowane.

Przed omé6wieniem samej procedury obliczeniowej
nalezy przeanalizowaé sam problem podzialu na po-
pulacje. Powyzej zalozono, Ze jest to podziat aprio-
ryczny oparty na .wiedzy geologicznej. Podzial ten
moze byé pewny lub dyskusyjny, zaleinie od stopnia
rozpoznania problemu, Przydziat prébek do popu-
lacji moze takze byé pewny lub niepewny. Bardzo
czesto ma miejsce sytuacja, gdy czeSé prébek jest
bezdyskusyjnie przydzielona do populacji, natomiast
sklasyfikowanie czeSci probek jest niepewne, W kon-
cu. cechy pomierzone w probkach mogg mieé dla
-obu populacji zdecydowanie rézne wartosci, czyli sg
zdolne do rozdzielania populacji, badZ fez mogj miet
wartofci podobme, co sprawia, 2e ich zdolnos¢ roz-
dzielcza jest mala. Reasumujac mozna mieé pewny
lub niepewny .pierwotny” podzial na populacje,
pewny lub niepewny przydzial prébek do populacji
oraz pelng lub niepeing zdolno&é rozdzielezg® cech.

W rbéznych kombinacjach opisanej sytuacji analiza

ajgca ma rézne zadania i inaczej jest inter-
pretowana. W tabeli zestawiono powyZsze sytuacje
wraz z podaniem celu jaki moZna osiggngé stosujae
analize wyrézniajgcg. -'W dalszych -czeSciach artykulu
llaowyisze sytuacje beda omoéwione bardziej szezegh-
0OWO. : .

Przyklad 1
Po- | proydsiat | - iy
Sytu. | 4ziat bl | Zdolnos6 Zadanie
A dp oy | Tozdzicleza analizy
1 popu- ola.I:s'iP g cech wyrbzniajacej
lacje 1
I | pew-| pewny peina klasyfikacja
ny nowych pré-
II | pew- | pewny niepelns | wyb6ér naj-
ny - bardziej ,,roz-
dzielezych™
_ cech
III | pew- | czefciowo | pelna ocena Wiary-
ny | niepewny godnosei pro-
. . . .- - P . p. bek
IV | pew- | czgSciowo | niepelna brak mozli-
ny | niepewny wolei zastoso-
: wania

ANALIZA WYROZNIAJACA

Dane sg dwie populacje U i V. Liczebno§é prébek
w populacji U wynosi n, a liczebno§é prébek w po-
pulacji V wynosi m. Na kazdej z prbévek dokonano

pomiaru k — cech. Populacje U i V majg postaé’

(patrz przyklad 1) - :

prébki'
S ol
L (. U
U=]......
’ . e . cwhy L1y 230 23 ... 2k
Uk cevvereenvn Ugkn
prébki
Vu. .................. Vlm
2L rrecassrratsvatnes V’m
V=|""""" * "t 't cechy 3, @, ... vk

Cechy :z:i, Xgeeilic sé niezalezne 1 majg rozklad

"normalny w obu populacjach, czyli wartoci np. dla

cechy x; (w przykladzie 1 sa fo procentowe zawar-'
tofci frakeji piaskowej w glinie zwalowej ze zlodo-
wacenia baliyckiego i Srodkowopolskiego) maja roz-
klad normalny, Populacje U i V tworzs w prze-
strzeni & — wymiarowej (k¢ — ilo§é cech) skupiska
punktbéw., Nalezy znalefé réwnanie powierzchni roz-
dgiil:jqcej,w przestrzeni ¥ — wymiarowej oba sku-
piska. :

Oblicza sie: macierz kowariancji

B=[b;] 4j=1.k [
&% K]

@ﬁe'bv%-ﬁm [E (Ui:—ﬁi)(Ujr—ﬁi)-l— v

$==1

+ él (V=T ) (Ve— r‘fj)] 121

macierz odwrotng

_ym eqgm
Ui=72 Oy Vi=—3 Va. 181
=1 i
B-1= 0 =[0y]
127 3]

oraz k wspblczynnikéw @i, aq..0x

ap = 5‘51 0 {T;— V) 4]

Liniowa funkcja wyr6zniajaca D (%1, g, &3, --&x) jest
dana réwnaniém:” 7 "~

p=12...k%

5 .
D (21, By Tp) = D) GpTp=01 %+ a2+ .Gz [B]
=]

a jej wyrdiniona wartofé:

k
Do=—;‘ E ap (Up+ 7)) (61

p=1

Jezeli wyniki a, «,...Tx (w przykladzie 1 — pro-
centowe zawartoSei poszezegélnych frakeji) z jakiej-
kolwiek nowej probki podstawi sie do réwnania [5]
i otrzyma sie D>D,, to prébka naleiy do populacji
V, w przypadku przeciwnym prébka nalezy do po-
pulacji U, _ :

Jak widaé na podstawie danych uznanych za
pewne, opisujgeych populacyi U i V wyznaczono
wspblezynniki @, @, .0k, co pozwala stworzyé funkcje
D, ktéra z kolei rozdziela obie populacje oraz sluiy
do klasyfikacji nowych prébek za pomocg wartosci
Dy, Testowanie, czy funkcja wyr6iniajaca rozdziela
prawidiowo lub -nie rozdziela obu populacji, polega
na -postawieniu' "hipotezy zerowej Ho:Uy=1U,, co
ozngeza, e wektor Srednich z populacji U oznaczony
Uy jest réwny wekforowi #rednich z populacji V
oznaczoheégo jako U, Uzywaja¢ danych z przykladu
1 H, oznacza, ze $rednie z np. procentowej zawar-
toSci frakeji piaskowej dla obu rodzajéw glin zwa-
lowych sg sobie réwne (lub prawie réwne) itd. Gdy
tak jest (hipoteza H, nie jest odrzucona) populacje
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glin sg nierozdzieleze, natomiast gdy érednie sig ' a

r6inig populacje mozna rozdzielié.
Do testowania stuzy wyraZenie:

. -
mn{m-+4+n—k—1)
CylUr—V 7]
e k(m—l—n)(m-]—n_z)jl‘él; v (T ) x [

X ([_fj— 'V_,)
gdy ¢>F (F — Snedecora dla k oraz m-+n—k—1

stopni swobody) to Hp jest odrzucona, czyli popula-
cje mozna rozdzielaé. )

LECBA L
. = OBLEMOSEH 99 PUNKTEW
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Ryec. 1. Graficzny obraz populacji rozdzielczych (a),
czgdciowo rozdzielonych (b), nierozdzielomych (c).

Fig, 1. Graphic tepresentation of: /a/ separated, /b/
‘pPartly separated, .and /c/ mot separated populations.

Ponizej przeprowadza sie dyskusje dotyczacy
wladciwoéei funkcji. wyr6iniajgcej. Jak wspomniano
populacje U i V tworza w przestrzeni &k — wymia-
rowej skupiska punktéw, Dla ulatwienia dalszg
dyskusje prowadzié si¢ bedzie przy zalozeniu, ze sa

dwie cechy (k=2). Pierwszym zagadnieniem do prze-

analizowania jest rozdzielczo§é populacji przy wyko-
rzystaniu cech. Kiedy populacje dajg sie rozdzielié?
Na ryc. 1 przedstawiono 3 sytuacje: a — dla po-
pulacji dajacych sie rozdzielit, b — dla populacji
czgfciowo rozdzielezych,- ¢ — dla populacji niepo-
dzielnych.
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Ryc. 2. Rozdzielenie populacji a wspélzaleinodé cech.

Fig, 2. Separation of populations versus interdepen-
dence of properties.

Z rye. 1 wynika, ze gdy dla obu badanych popu-
lacji ustalimy ich centra (bedg to punkiy o wspbt-
rzednych réwnych frednim arytmetycznym z cech),
to kazda z prébek z populacji U lezy blizej centrum
populacji U niz centrum populacji V, wtedy gdy
sq one calkowicie rozdzielone, Przy czefciowej roz-
dzielczoSci obu populacji cze§é prébek z populacji
U lezy blizej centrum populacji V niz centrum po-
pulacji U, podobnie czefé prébek z populacji V
moze lezeé blizej centrum populacji U niz centrum
populacji V. Dla populacji nierozdzielezych wiek-
szo8¢ prébek zaliczonych do populacji U lezy w

_ obreble populacji V i odwrotnie. Gdy populacje s3

rozdzieleze moZna przeprowadzi¢é miedzy nimi funk-
cje wyréiniajaca (sytuacja I, tab. I), gdy populacje
czeciowo rozdzielcze mozna, na podstawie przepro-
wadzonej funkeji wyr6iniajacej analizowaé, czy fakt
innego niz plerwotny zaliczenia prébki lub prébek -
jest spowodowany niepewnym przydzialem prébek
do populacji, badZ tez slaba rozdzielczo$cig cech uzy-
tych do opisu populacji (sytuacje II i III z tab. I).
W praktyce przyimuje sie, ze gdy 5—10% prébek
phie zgadza sig” z pierwotng klasyfikacja, populacje
nadajg sie¢ do rozdzielania. )
Nastepnym problemem, ktory nalezy rozwazyé
jest niezaleinoSé cech opisujacych populacje. Teoria
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Ryc. 3. Graficzny obraz rozwaia¥ dotyczqcych mo-
Zliwodci rozdzialu populacji. geologicznych.

Fig. 3. Graphic representation of considerations of
the possibility of separation of geological populations.

- statystyczna wymaga by wszystkie cechy byly wzgle-
dem siebie niezalezne. W praktyee geologicznej ce-
chy opisujace realne populacje geologiczne sg czesto

od siebie uzaleznione, Czy oznacza to, Ze w wiek-.

szoSci przypadkéw uzycie w geologii funkcji wyrdz-
niajgcej nie jest mozliwe? .

Na podstawie doSwiadczefi ustalono, Ze o suk-
cesie w wiekszym stopniu przesadza zdolno§é dia-
gnostyczna cech do rozdzielenia populacji niz ich
wzajemne uzaleinienie. Na ryc. 2a przedstawiono
sytuacje, gdy tylko jedna 2z dwu cech jest diagno-
styczna, a obie sa niezalezne wzgledem siebie, na
ryc. 2b obie cechy sa i diagnostyezns, i niezalezne;

na ryc. 2c i- 2d cechy sa uzaleinione od siebie, ale

uzaleznienie to ma rbéiny charakter (inng postaé
matematyczng) w populacji U niz w populacji V,
co pozwala rozdzieli¢ obie populacje na ryc. 2¢ za
pomocg liniowej, a na ryc. 2d za pomoca eliptycznej
funkeji wyréiniajgce;j.

Reasumujge, o ile cechy maja charakter wyraZnie
diagnostyczny a wiec gdy sg niezaleine, lub gdy ich
uzaleinienie jest tego rodzaju, Ze nie powoduje
shakladania” na siebie skupisk bedacych obrazem
populacji, zastosowanie funkeji wyrbzniajgcej jest

mozliwe, Na podstawie wzoréw [1—7] oblicza sie

wiec dla populacji U i V wspblczynniki ap, (p=1,
2...k) ustala postaé funkcji, jej wyrdéiniong wielkosé
D, oraz wielko§¢ q. Gdy gq>F, to populacje daig
sie rozdzielié, Postaé druku z komputera (jako dane
stuzg macierz U i V) jest nastepujgea (wyniki obli-
czefl sg fikeyjne, przyklad 2 obok).

W przykladzie 2 (fikeyjnym) sg dwie populacje:'.

U i V; w populacii U bylo 11 prébek o numerach:
3, 4,6 6,178, 12, 15, 20, 16, 19, 2 w populacji V —
9 prébek o numerach: 1, 2, 9, 10, 11, 18, 14, 17, 18.
Na kazdej pr6ébce zmierzono 38 cechy: x;, g s

1. Okreél populacje U1V

- w formie mmalarsy sgodnis
5 wybranymi eechami, Qechy |
®ajy byé odmwiercisdlenimm
geneny popalasii.

2.Csy wacierse kowa-
rianoji dls U 4 ¥
ag riwne?

6, Oblics mislimiowy
funkee D

7. Ony pojawily sig
populacis U’V

11, Rosisislens

9. Ony mewe populacje
U‘Y'nq do prayieeis?

Rye. 4. Diagram czynnoéci i'decyz:)i Pprzy stosowaniu
‘ analizy wyrézniajqce;j.

Fig. 4. Diagram of procedure and decisions made in
using of discriminant analysis.

Przyklad 2
. Nr prébki pierwotnie
Wartoéei D przyporzadkowane]j
Kolejny do:
numer
© populacja | populacja | populacji | populacji
U |4 U 14
1 4,0 . 4
2 5,0 - 5
3 6,0 3
4 6,5 19
5 - 7,0 6
6 N | 7
7 8,0 —_ 1
8- 8,0 12
9 8,1 — 2
10 8,2 16
11 8,3 8
12 ‘8,5 18
Dy=9,0
13 9,1 9
14 9,2 10
15 10,0 11
16 11,2 13
17 11,8 20 —
18 11,7 14
19 13,0 17
20 15,0 18
q9=.

D = a2y + 6222 + osxs

W wyniku obliczefi ofrzymano .wartosci liczbowe na:
a, @y, as (w przykladzie nie podano liczb) oraz przy-
dzial prébek do populacii U i V. Z wynikéw jest
widoczne, Ze prébki o numerach 1 i 2 przeszly =z
populacii V do U, a prébka nr 20 z populacii U do
V. Populacjia U’ ma wigc prébki o numerach: 1, 2,
3, 45, 19, 6, 7, 12, 15, 8, 16, a populacja V’ prébki
o numerach: 9, 10, 11, 13, 14, 17, 18, 20.

Na ryc. 8 powyzszy przyklad przedstawiono gra-
ficznie, uiywajgc dla uproszczenia tylko dwu cech,
cecha I=x; 1 cecha II odpowiada x; Ryc. 3a przed-
stawia stan obu populacji w chwili podzialu za po-
moeq liniowej funkeji wyrézniajacej D, Na rye. 3b
zobrazowano nowe populacje U’, V. W tym mo-
mencie naleiy przeprowadzié analizeq merytoryczng
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pod kagtem moZliwoSci zamiany populacii U w U’
i V w V. Innymi slowy nalezy odpowiedziet. na
pytanie, czy jest dopuszczalne by ze zdefiniowane]j
uprzednio - populacji U moina bylo’ wzigé prébke nr
20, a dolgezyé probke nr 1 i nr 2 oraz czy z popu-
lacji V moZna wziagé prébke nr 1'i nr 2, a doiaczyé
do niej prébke nr 207 _--Jeieli'. jest to dopuszczalne
to cel zostal osiggniety i populacje U'"i V' oraz
funkecja D mogg shuzyé jako wzorce klasyfikacyjne
-do tego problemu- geologicznego. Gdy hnie jest to
dopuszczalne nalezy zrewidowaé albo dob6r cech
Ly, Xpms bo byé moie na innym =zestawie cech
osiggnie sie sukces — ryc. 3¢, badz tez zmienié
klase funkcii D, bo moze przyjeta klasa funkeji. nie
jest optymalna. do rozdzelenia populacji. Na ryc.
3d przedstawiono stan, gdy zmieniono: cechy (I na
I, II na II") oraz klase funkcji z liniowej na elip~
tyczna.

Czyn.nosci Jakie nalezy wykcmaé stosujge funkc;g
wyrbézniajgcg mozna przedstawié w . postaci diagra-
mu {ryc. 4), ktébry stanowi metodologiczng instruk-
cje dla geologa i dla ofrodka obliczeniowego. Tylko
geolog moze wykonaé czynnofci nr: 1, 8, 9, 10, a
tylko za pomocy komputera mozna wykonaé eiek—
tywmeczynnoécinr 2, 3,4 65, 6

WNIOSKI

1. Analiza wyréiniajaca - jest technikg, - ktéra moze
byé przydatna w geologli do rozdzielania obiek-

téw, . cial, podprzestrzeni - opisanych zestawanu .

cech

2. Efekiywne zastosowame tej techniki- wymaga wy-
boru i pomiaru cech obrazujacych geneze powsta-
nia populacji i majacych wiasnoSci diagnostyezne.

SUMMARY

This - article deals with the application of discri-
minant  function in geological sciences. Multivariate
discriminant analysis is a statistical method of assi-
gning samples to previously defined populations on
the basis of a number of variables considered si-
multaneously.

6, Stenzel P,
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PE3IOME

Crarea KacaeTed NPMMEHEHMS JUCKDUMUUAHTHOM
(hyHKOMM B rEOJOrMIECEMX MCCIEAOBAHMSIX. JMCEDI-
MMHAHTHED{ aHAJNM3 OPEACTABJIACT CTATHCTIIAECKIN: Me-
TOL ONDPENENCHMA NPUHANAEIRHOCTH O0HLEKTOB, B TOM
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JEeHHBIM COBOKYIHOCTAM (K T'e0JIOTHIeCRIM eonoxyn—
HOCTAM B I'€0JOry).
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