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MOZLIWOSC ZASTOSOWANIA KRIGINGU W WARUNKACH
SLASKO-KRAKOWSKICH ZLOZ CYNKOWO-OLOWIOWYCH

Prawidtowa ocena $redniej zawartosci metalu w
zlozu rozcietym wyrobiskami gorniczymi ma podsta-
wowe znaczenie z punkiu wiazenia szacowania Jego
zasobow. rarametr ten jJest jedanym z elementow
Wzrostu na wielkos¢ zasopuw, -stgd dokiadnosc jego
oceny wpiywa pezposrednio na dokiaanosc oceny za-
sobow. lradycyjnle juz @o lego celu wykorzystuje sie
metody statystyczne. Na etaple prac gormiczych, oce-
na taka sprowadza sig do opliczenia sredniej aryt-
metyczne) z zawartosci metalu, sitwierdzonych w pro-
bkach pooranych wokot przewidzianego do eksplo-
atacji fragmentu ztoza. lia oszacowania mozliwych
wahan oceny S$redniej zawarto$ci okresla sie sred-
nie odchylenie standardowe od $redniej i na jego
podstawie, przy zadanym poziomie istotno$ci — prze-
dziaty ufnosci dla warto$ci Sredniej.

Postepowanie takie jest metodycznie uzasadnione
o ile zawarto$ci metalu w probkach mozna traktowaé
jako zmienne losowe wzajemnie niezalezne. Zatoze-
nie takie w przypadku $lgsko-krakowskich zt6z cyn-
kowo-otowiowycn jest czesto zbyt duzym uprosz-
czeniem, gdyz zaréwno zawartosci cynku, jak i oto-
wiu sa na ogé! silnie zautokorelowane (5, 4). W tych
warunkach prosta $rednia arytmetyczna nie jest naj-
lepsza ocena nieznanej, rzeczywistej sredniej zawar-
tosci metalu, Poza tym stosowanie Sredniej arytme-
tycznej jest jednoznaczne z przypisaniem kazdej pro-
bce jednakowej wagi, gdy probki pobrane w pobdizu
narozy bloku eksploatacyjnego nie tylko powtarzajg
informacje, lecz rowmniez jako najbardziej oddalone
od geometrycznego centrum bloku wnoszg mniej
istotne dane o zawarto$ci metalu w badanej czesci
zloza. Wynika stad potrzeba roézmicowania mwartosci
wispotczynnikow wagowych zaleznie od miejsca po-
brania probki. Ponadto, statystyczny biad oceny sre-
dniej zawartosci nie uwzglednia formy i wielkosci
bloku, na ktéry rozcigga sie wyniki oprdébowan z wy-
robisk oraz autokorelacji zawantosci metali.

GEOSTATYSTYCZNA OCENA ZMIENNOSCI
PARAMETROW ZLOZOWYCH

Wspomniane we wstepie niedostatki statystyczne-
go opisu zhoza przyczynily sie do wypracowania wie-
lu nowych metod jego oceny. Jedng z ciekawszych
propozycji w tym zakresie jest tzw. kriging stano-

wigcy nowg procedure szacowania S$rednich wartos-

ci parametréw ztozowych przy wykorzystaniu infor-
macji o ich autokorelacji (3). Termin ten pochodzi od
nazwiska D. Krige’a, ktory jako pierwszy podatl ideg
metody i zastosowal ja do oceny zawarto$ci ztota w
zlozach potudniowej Afryki (1951 r.).

Procedura krigingu oparta jest $cidéle na charak-
terystyce zmienmnosci przedstawionej za pomoca wa-
riogramu, tj. funkcji ilustrujgcej zroéznicowanie war-
tosci parametru zaleznie od odleglosci miedzy punkta-
mi jego pomiaru. Dla dyskretnej i regularnej sieci
oprobowan, w warunkach izotropowego rozmieszcze-
nia metalu, wariogram zdefiniowany jest wzorem:

1\
2y =~ D 'Uf (Xit W) —f (X1
=1

gdzie:

f(Xi+h), f(X;) — warto$ci parametru w punktach od-
dalonych o h,

nr — ilo§¢ par pomiaréw w punktach od-
dalonych o h.

Na ogdél wariogramy dla danych empirycznych

moga by¢ wyrazone z dokladnos$cig wystarczajacg w
praktycznych zastosowaniach za pomoca prostych
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funkcji analityecznych, traktowanych wowezas jako
geostatystyczne modele zmienno$ci (ryc. 1). Gdy roz-
mieszczenie metalu w ztozu jest losowe, punkty wa-
riogramu empirycznego grupuja sie wokol prostej
poziomej, ktérej rzedna odpowiada podwojonej wa-
riancji statystycznej. Sposréd przedstawionych na ryc.
1 modeli zmiennos$ci, na szczegdlng uwage zastuguje
model de Wijsa, poniewaz oddaje zadowalajgco zroz-
nicowanie zawarto$ci cynku i olowiu w ztozach §la-
sko-krakowskich (4). Przydatno$¢ modelu wynika tak-
ze z tego, ze parametry niezbedne do oceny S$redniej
zawartosci i bledu tej oceny w procedurze krigin-
gu mozna odczytaé bezposrednio z tablic zamiesz-
czonych w pracy G. Matherona (3), co znacznie ulat-
wia obliczenia. Model de Wijsa charakteryzuje wa-
riogram opisany wzorem:

2y(h)=13,8a-logh+c

gdzie:

a — wspdlczynnik absolutnego rozproszenia,
¢ — stata.

W modelu de Wijsa, miarg bezwzglednego zrézni-
cowania badanego parametru, niezalezng od wielkos-
ci préobek jest wspoétczynnik absolutnego rozproszenia
a. Wartosé¢é wspoteczynnika o mozna okreslié z wykresu
wariogramu sporzgdzonego w ukladzie poétlogaryt-
micznym. Wykres ten jest woOwczas linig prostg ze
wspobdlezynnikiem kierunkowym ré6wnym 13,8 a.

PROCEDURA KRIGINGU

Istota krigingu polega na przypisaniu probkom
takich wspolezynnikow wagowych, ktére zapewniajg
najdokiadniejszg ocene nieznanej, rzeczywistej za-
warto$ci metalu. Estymator Z* nieznanej zawartosci
Z w dowolnym punkcie badanego fragmentu zloza
ma postaé:

Z= Ya-f(x)
=1

gdzie:
f(xy) — zawarto$é metalu w prébece X,
a; — wspdiczynnik wagowy przypisany proébce

1
n — liczba probek.

Nieznane wartosci wspdlczynnikéw a; okreSla sie
na podstawie dwu postulatow:

1) postulat nieobcigzno$ci estymatora Z, co jest
jednoznaczne z wymaganiem, aby suma wartosci
wspblezynnikéw wagowych réwnata sie jednosci:

n
a; = 1
=1
2) postulat minimalizacji wariancji wyrazenia
(Z-Z *), co mozna zapisaé¢: Var (Z-Z *) = min.

Spetnianie powyzszych warunkéw prowadzi do ukladu
réwnan, ktoérego rozwigzaniem sg wartosci a; (1):

Dy Xi—X))=y(Z.,—X)+12

=1

n
2 a; = 1
=1
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Ryc. 1. Geostatystyczne modele zmiennosci.
a — lindowy, b — de Wijsa, ¢ — sferyczny, d — losowy.
1 — punkt wariognamu empirycznego, 2 — model teore-

tyczny, b — wspbiczynnik kiernunkowy prostej, o« — wsp6i-
czynnik absolutnego rozprioszenia, o — zasieg korelacji, o? —
wariancja statystyczma.

Fig. 1. Geostatistical variability models.
a — linear, b — de Wijs, ¢ — spherical, d — random. 1 —
point of empirical variogramme, 2 — theoretical model,
b — directional coefficient of straigth, « — absolute dis-
persion coefficient, » — range of correlation, o2 — stati-
stical variance.
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Ryc. 3. Schemat rozmieszczenia prébek i zasiegu
wyréinionych mineralizacji kruszcowych w ocenia-
*  nym fragmencie ztoza.

A — lawice blendowe o teksturach ziemistych, B — zyly
galenowe w rozsypliwym dolomicie,

Fig. 3. Scheme of distribution of samples and extent
of ore mineralization types differentiated in the ana-
lysed part of deposit.

A — layers of blenda with earthy texture, B — galena
veins in brittle dolomite.

gdzie:

y(xy — x5) — polowa wartosci wariogramu dla od-
legto$ci miedzy prébkami x; i xy,
y(zo — x3) — polowa wartoSci wariogramu dla od-
leglosci miedzy probkag X; i punktem
ztoza, w ktorym szacuje sie zawartosé
metalu (Zo),
A — mmnoznik Lagrange’a.

Blad oceny zawantoSci okreslonej zgodnie z przed-
stawiong procedurg wyraza sie wzorem (1):

ak<Z)—1+,2a. (Xi— 2,)

i=1

Symbole uzyte w tym wzorze maja identyczne zna-
czenie, jak we wzorze poprzednim.

Kriging punktowy moze stuzyé jako optymalna
procedura interpolacyjna, ale w tej postaci nie jest
jeszcze przydatny do szacowania $redniej zawartosci
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Ryc. 2. Sieé wspoétczynnikéw wagowych krigingu dla
bloku rozpoznanego: _

a — dwoma wyrobiskami z uwzglednieniem prébek pobra-

nych poza blokiem, b — czterema wyrobiskami przylegaja-

cymi do bloku o formie priostokata, ¢ — czterema wyro-

biskami ogranficzajgcymi blok kwadratowy.

Fig. 2. Net of weight coefficients of kriging .for a
block recognized by:

a — two mining works, also taking into account samples

gathered beyond the block, b — four mining works ad-

joining block rectangular in outline, ¢ — four mining works
delineating square block.

2y(h)

2X(h)=9.7-logh+ 8.5
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Ryc. 4. Wariogram zawarto$ci cynku dla wszystkich
danych z badanego rejonu ztoza.

Fig. 4. Variogramme of zinc content for all the data
from the analysed part of deposit.

metalu w badanym fragmencie zloza. Korzystajac
z zasady superpozycji wspdlczynnikéw wagowych, za-
kres stosowalnosci tej procedury mozma rozszerzyé na
caty oceniany blok eksploatacyjny. Wspo6tczynniki wa-
gowe dla tego wariantu krigingu, zwanego krigin-
giem cigglym, podaje w swej pracy G. Matheron (3,
str. 158—168). Przykladowo na ryc. 2 przedstawiono
sie¢ wspolczynnikéw krigingu cigglego dla proébek
pobranych w dwo6ch i czterech wyrobiskach ograni-
czajagcych fragment ztoza o formie prostokagta. Tak
jak to pokazuje wykres, najwyzsze wagi przyporzad-
kowane sg prébkom pobranym najblizej geometrycz-
nego $rodka bloku.

Istnieje réwniez uproszczony, dyskretny wariant
krigingu. W wariancie tym wyrobiska goérnicze trak-
tuje sie jako samodzielne elementy wplywajace na
ocene S$redniej zawartosci metalu, w wyznaczonym
przez nie fragmencie zloza, poprzez $rednie wartosci
parametru wyznaczone w ich obrebie. Metoda ta
sprowadza sie do przypisania wlasciwych wag nie
poszczegblnym probkom, lecz catym wyrobiskom.

Ocena nieznanej, rzeczywistej, Sredniej zawartosun
metalu Z w bloku ma wowczas postaé:

Zr=m-atz- (1—a)
gdzie:
x1, xn — $rednie zawartosci metalu odpowiednio w
dtuzszych i kroétszych wyrobiskach,
a — wspbiczynnik wagowy przypisywany diuz-

szym wyrobiskom.
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Ryc. 5. Zmienno$é zawartosci- procentowej cynku w
wyrobiskach otaczajgcych blok eksploatacyiny.
Fig. 5. Variability in percentage of zinc .in mining
works surrounding exploitational. block.

Wispoéiczynnik a wyznacza sie na identycznych za-
sadach, jak w wariancie punktowym krigingu. Jego
Wartos’é .j:eﬂt funkejg stosunku diugosci prostopadiych

wyrobisk: a=F (—l—) Podobnie, biad krigingu dy—

skretnlego mozna okreslié jako funkcje stosumku dlu—
gosci wyrobisk i wartoSci wspotczynnika absolutnego

h
rozproszenia a:ogkp=3a - f. ] )
... Funkcje te podane sq w formie tablic w pracy G.
Matherona (3, str. 118). Dokladno$¢ wariantu dyskret-
nego jest nieco nizsza® od' doktadnosci wariantu cigg-
tego, zaletg natomiast — znaczne uproszczenie nie-
zbednych obliczen.

OCENA FRAGMENTU ZLOZA Zn-Pb
KOPALNI ,,TRZEBIONKA”

Opisang metode krigingu cigglego i dyskretnego
oraz tradycyjng metode statystyczng zastosowano do
oceny S$redniej:zawartosci cynku w wybranym frag-
mencie ztoza kopalni , Trzebionka”. Badany fragment
zloza, wyznaczony przez wyrobiska gornicze, ma w
planie ksztalt prostokgta o wymiarach 250 X 100 m
(ryc. 3). Migzszo$¢ zloza jest na ogél stata i wynosi
2,5 m. Wyrobiska ograniczajace te cze$¢ ztoza opro-
bowano przez pobranie prébek bruzdowych co 5 m,
na ‘przemian ‘z ..obu o0cioséw, przez catg migzszose
ztoza. W rejonie tym zloze wyksztatcone jest w prze-
wazajacej czedci. jako tawice blendowe o teksturach
ziemistych i lokalnie jako zyly galenowe w rozsypli-
wym dolomicie (ryc. 3).

Zaktadajge, ze rozmieszcezenie cynku jest przynaj-
mniej w przyblizeniu izotropowe na podstawie wy-
nikéw ‘oznaczen zawarnto$ci cynku w proébkach obli-
czono wartodci = wariogramu empirycznego. Wykres
wariogramu sporzgdzony w ukladzie pdilogarytmicz-
nym pr\zed»s,talwm ryec. 4. Punkty wykresu . grupuja
si¢ “wyraznie wokot linii prostej. Na tej pod»s~‘caw1e
przyJQ«’co ze ‘zréznicowanie zawarto$ci cynku .moze
by¢ Opisane zadowalajgco za pomocg modelu de Wij-
sa, ze wspolczynnikiem absolutnego rozproszenia a =
=0,7. "Te: wartos¢ . wykorzystano do " okreslenia bledu
krlwglngu dyskretnego. Przy danych formach geome-
trycmychol_[)jloku dla stosunku dtugo$ci wyrobisk réw-

7 100 m . !

nego = 0,4 odczytana z tablic (3) wariancja

250 m
krlgmgu wynosi 3o+ 0 ,167, a uwzgledniajac wyhczonq
warto$é wsp()lczynmka a réwna jest ona g%p = 0,35.
_ Pierwiastek kwadratowy z wariancji krigingu,
traktowany jako blad, oceny $redniej zawartosci dla
tej metady, wynosi okoto 0,6. Ze wizgledu na duzg
praco«ch&omnosé nie. okreslono wartosci bledu kri-
gingu ciggtego, natomiast estymator wartosci Sredmniej
dla “tego wariantu wyznaczono na podstawie wspdl-
czynnikOw wagowych przedstawionych na ryc. 2. W
metodzie statystycznej jako ocene wartosci $redniej
obliczono $redng arytmetyczng X, zas jako miare
btedu tej oceny srednie odchylenie standardowe od
$redniej (Sx). Wyniki oceny fragmentu zitoza lpoda]e
ryc. 6.

-Zryraca uwage istotna réznica w oszacowaniu ble-
du sredmeJ zawartosci, k’oory wedtug metody staty-
stycznej - jest: dwukrotnie nizszy od- bledu krigingu
dyskretnego i wynosi okoto 6% wartosci Sredniej.
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Ryc. 6. Wyniki oceny $redniej zawartoSci cynku w
wybranym- fragmencie zloza przy zastosowaniu T6Z-
nych metod.

Fig. 6. Results of estimations of mean zinc content
in selected part of deposit with the use of various
methods.

Mozna sadzi¢, ze metoda statystyczna zbyt nisko sza-
cuje- ten bigd 4 w rzeczywistosci nalezy sig liczy¢
Z tym, ze W omawianym przypadku moze on siegac
16v9, jak wskazuje na to blad krigingu dyskretnego.

Obliczone estymatory wartoéci Sredniej nie roz-
nig sie istotnie od siebie. Najnizsze .oszacowanie $red-
niej zawartosci cynku daje wariant cigglty krigingu.
Przyczyne tego mozna latwo wyjasni¢ $ledzgc wy-
niki oznaczen w wyrobiskach (ryc. 5). Okazuje sieg
bowiem, ze najbogatsza mineralizacja cynkowa skon-
centrowana-.jest w pobliZzu narozy bloku,-a.wigc w
probkach ktorym  zgodnie z przyjeta-procedurg przy-

‘porzadkowuje sie ‘najnizsze -wagl. Najwyzsze. oszaco=

wanie S$redniej zawartosci daje Warlam dyskre‘uny
krigingu. Stanowi to bezposrednig konsekwenCJQ przy-
pisania diuzszym WyerIbllsskom (o wyrainie wyzszych
zawarto$ciach .cynku niz w WerbISvkaCh krotszych)
nieco. wiegkszej wagi (a~0835) ‘niz wynikatoby . to
Z. 1ch udzialu w obwodzie bloku wynoszacym: 0,714.

“Biorge pod-uwage cechy wariantu cigglego, kféry
uvngledma nie tylko geometri¢ bloku, lecz roéwmniez
polozenie miejsc pomiardéw i autokorelacje zawartosci
metalu w probkach, mozna przypuszczaé¢, ze daje
on oszacowanie najbardziej zblizone do rzeczywiste]
$redniej zawarto$ci. Jakc miare bledu oceny Sredniej
zawartosci mozna przyjgé bigd krigingu dyskretnego
ze wzgledu na ratwosé okreslenia jego wartosci.

ZAKONCZENIE

Metoda szacowania S$redniej- zawartosci metali w
zlozu za pomocag krigingu moze byé polecana do za-
stosowania- w warunkach $lgsko-krakowskich zi6z
cynkowo-o&owmnwych co wynika z silnej autokorela-
cji oznaczen zawarto$ci metali w probkach. W zlo-
zach - tych prawudkorwosm zroéznicowania zawartosci
cynku i otowiu ujmuje zadowalajgco model de Wijsa.
Fakt ten podkresla dodatkowo przydatlnosc proce-
dury krigingu, gdyz niezbedne do jej pr.zexprowadwe—
nia parametry w przypadku modelu zmiennoéci de
Wijsa mozna odczytaé dla danych form geometrycz-
nych bloku bezposrednio “z tablic (3). Z dwdch przed-
stawionych wariantéw - krigingu' do  oceny - $redniej
zawartosci metalu bardziej przydatny jest wariant
ciggly, poniewaz uwzglednia w sposdb bardziej pelny
niz wariant dyskrétny cechy geomeétryczne bloku i
sieci oprébowan. Jako miare bledu oceny $redniej za-
wartoéci mozna przyjaé blad krigingu dyskretnego
ze wzgledu na latwos¢ okreslenia jego wartosci. Me-
toda statystyczna. moze w tym wypadku zaniza¢ wiel-
kosé biedu mozh«wego dio popelnienia przy ocenie
fragmentu zltoza:
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SUMMARY

Shorfcomings of statistical method of estimation
of a deposit are discussed and a procedure of esbi-
mating mean value of deposit parameter, known as
kriging, is presented. This procedure was used to
estimate mean content of metal in a selected part
of the ,Trzebionka” deposit (Table I).

The procedure appeared fully applicable for zinc-
-lead deposits of the Silesian-Cracow region. It also
appeared that the statistical method wunderstimates
error 'in calculations of mean content of metal.

PESIOME

B craree ofpallleHO BHMMaHME Ha HENOCTATKMU CTa-
TUCTUYECKOI'O METOZa OIIEHKM MECTOPOXIEHMS U IIpen-
cTaBIlleHa MPOLeAypa PAaCUeHKM CPeIHe) BeJIMYUHBI Ija-:
CTOBOTO IIapaMeTpa, Ha3bIBaeMas KPUIrMHTOM. IIpoie-
nypa KpuruHra Oblia IpyMeHeHa JJIA OLIEHKM CPemHEero
CONepPXAHMA MeTajIIa B YACTU MECTOPOXRIeHusd ,,Tiie-
6éuka” (rab. I)- ABTCp KOHCTATHPYET, YTO ONMCHLIBAH-
HBIA METON SABJIAETCA NPUTONHLIM [JIA IIPUMEHEeHUS
B YCIIOBMAX CUJIE3CKO-KPAKOBCKUX I[MHKOBOCBUHI[OBBLIX
MECTOPOXKIEHMUI, @ CTATUCTUUECKAs DPacCleHKa OIMOKM
CPpesHero cozepzKaHMd MeTajlja #ABJSEeTCS 3aHUMKEHHO.





