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Nowa metoda szybkiego wyznaczania wysokosSci w pracach poszukiwawczych

Adam Eyszkowicz*

1. Niwelacja GPS. Znajomos¢ wysokosci punktu nad
poziomem morza jest niezbedna w wielu dziedzinach,
zwiazanych z tworzeniem mapy i w geologiczno-geofizy-
cznych pracach poszukiwawczych. Obecnie, klasyczna
metoda niwelacji geometrycznej jest z powodzeniem za-
stgpowana przez nowa metodg zwana ,,niwelacja GPS”,
ktéra wykorzystuje Globalny System Pozycyjny GPS (Glo-
bal Positioning System) i geoide. Geoida — powierzchnia
ekwipotencjalna pola sity cigzkosci Ziemi — pokrywa sie
ze Srednim poziomem morz i oceandw i jest przyjmowana
za powierzchni¢ odniesienia, dla pomiaréw wysokoScio-
wych. Wysokos¢ punktu P (ryc. 1) jest definiowana jako
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Ryec. 1. Zalezno$¢ migdzy wysokoscia geoidy (IN), wysokoscia
elipsoidalna (h), a wysokoScia nad Srednim poziomem morza

odlegtos¢ miedzy geoida a punktem P, na fizycznej powie-
rzchni Ziemi i jest liczona wzdtuz zakrzywionej lini pionu.
Z pomiaréw GPS mozna otrzymaé wspdirzedne X,Y,Z
punktu P, w kartezjaiskim geocentrycznym uktadzie od-
niesienia [7]. Ziemia ze znacznym stopniem dokfadnosci
moze by¢ aproksymowana przez elipsoide obrotowa [5],
ktéra mozna wykorzysta¢ do przeliczenia prostokatnych
wspétrzednych X,Y,Z punktu P, na szeroko$¢ i diugosé
geograficzng W i A oraz wysokos$¢ elipsoidalng 4. Odstep
geoidy od elipsoidy jest wysokoscia geoidy, wzgledem eli-
psoidy odniesienia. Z ryc. 1 wynika, ze

H =h-N (1)

a w przypadku wzglednych pomiaréw GPS uzyskuje-
my Ah réznice wysokosci elipsoidalnych miedzy mierzo-
nymi punktami i wéwczas wzor (1) przyjmuje postac:

AH = Ah— AN 2)

Z wynikéw pomiaréw GPS uzyskujemy tylko A lub
Ah. W celu zamiany tych elipsoidalnych wielkosci, na wy-
sokoéci majace znaczenie fizyczne, odstep geoidy N lub

réznica AN musza by¢ obliczone z danych grawimetrycz-
nych. Jesli tego nie dokonamy, to btad z tego tytutu moze
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osiagnac rzad kilkudziesieciu metréw. W celu uzyskania
réznicy wysokosci AH , z doktadnoscia tego samego rze-
du, co doktadno$¢ czynnika Ah, sktadnik AN musi by¢ wy-
znaczony z ta sama precyzja.

Typowa dokladno$é¢ pomiaréw GPS, przy odleglo-
§ciach D mniejszych od 100 km, jest rzedu 1-2- 10~ D. Li-
czne badania wskazuja, ze AN moze by¢ uzyskane réwniez
z ta sama doktadnoscig. Tak wiec, dokladnosé wyznacze-
nia réznicy wysokosci AH rzedu 1-2- 10~ D jest rtéwniez
mozliwa. Niwelacja GPS jest wigc konkurencyjna (znacz-
nie szybsza 1 tafisza) alternatywa, w stosunku do tradycyj-
nej niwelacji geometryczne;j.

Jedli kontrolne punkty, o znanych wysokosciach, na
ktérych wykonano obserwacje GPS sa oddalone od siebie
nie wiecej niz 5-10 km i jesli obszar jest réwninny, to
geoida w wielu przypadkach moze byé aproksymowana
przez ptaszczyzne [1] i nie ma potrzeby liczenia jej z da-
nych grawimetrycznych. W tym przypadku, za réznice
wysokosci AH mozna przyjaé réznice Ah, uzyskang z
pomiaréw GPS. Doktadnos¢ tak obliczonej réznicy AH be-
dzie rzedu 1-3 cm, przy odlegtosciach mniejszych od 10
km. Nalezy by¢ bardzo ostroznym przy wyborze dostate-
cznej liczby punktéw kontrolnych, aby hipoteza ,,ptaskiej”
geoidy byla mozliwa do przyjecia. Na obszarach gérzys-
tych zawsze konieczna jest znajono$¢ lokalnej geoidy, jak
réwniez niezbedne jest staranne modelowanie wptywu topo-
grafii. W pracach miemiczych, obejmujacych duze obszary,
wymagana jest wzgledna doktadnosé ok. 1 cm na 10 km (1-
10 D). Wéwezas dane o przebiegu geoidy musza byc uwz-
glednione, nawet w przypadku, gdy obszar jest réwninny.

2. Geoida grawimetryczna. Precyzyjne odstepy geoi-
dy od elipsoidy s obliczane z danych grawimetrycznych.
Numeryczne catkowanie anomalii wolnopowietrznych
(poprawionych o wptyw topografii terenu), wedtlug wzoru
Stokesa, dostarcza informacji o lokalnym przebiegu geoi-
dy. Globalne informacje o przebiegu geoidy sa uzyskiwa-
ne ze wzoru, wyrazajacego odstep N, w postaci rozwinie-
cia w szereg funkcji kulistych, o wspétczynnikach za-
czerpnietych z istniejacych globalnych modeli pola sity
ciezkosci. Jedli prace poszukiwawcze sa prowadzone na
obszarach, gdzie nie dysponujemy zadnymi danymi grawi-
metrycznymi, wéwczas korzysta si¢ tylko z geopotencjal-
nych modeli, ktére nie zapewniaja wysokiej doktadnosci
wyznaczenia przebiegu geoidy.

Obliczanie odstgpéw geoidy N, przez potaczenie infor-
macji pochodzacych z modelu geopotencjalnego (GM), Sred-
nich anomalii wolnopowietrznych Ag i wysokosci H z nume-
rycznego modelu terenu (NMT) — jest oparte na zaleznoSci:

N = NGM+NAg+NH (3)
Ag = Agra —Agom — Mg “4)

Chociaz undulacje geoidy sa bardziej wrazliwe na ni-
skie i §rednie zakresy widma pola sity cigzkosci, to w g6-
rzystych terenach wszystkie trzy zakresy widma (trzy
Zrédta danych) sa niezbedne, w celu wiasciwego oszaco-
wania przebiegu geoidy. Nalezy zwr6ci¢ uwage, ze z ano-
malii grawimetrycznych, uzytych do obliczenia Naq, usu-
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Ryec. 2. Geoida ostateczna jako suma
trzech sktadnikéw
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nieto , wptyw topografii i wptyw modelu geopotencjalne-
go. W ten sposéb rozdzielono dtugo-, srednio- i krétkofa-
lowe partie widma pola sity ciezkosci (ryc. 2).

Odstep geoidy od elipsoidy, wynikajacy z modelu
geopotencjalnego i anomalii grawimetrycznych w rozwi-
nigciu w szereg funkcji kulistych, ma postac [6]:

Nag=G Z(n - 1)2(C,,,,,cosm A+ SpnSinmA) Pyy(sin®)

n=2 m=0

(&)

Nmax N

Nom=RY, Y, (CuncosmA + SpusinmA)P,,(sin@) (6)

n=2n m=2

gdzie: Cpypy Spm 5@ to normowane wspétczynniki har-
moniczne rozwinigcia w szereg potencjatu zaktdcajacego,
P,,, sa to normowane funkcje Legendre’a, an jest maksy-
malnym stopniem rozwinigcia modelu geopotencjalnego,
G jest §rednim przyspieszeniem sity ciezkosci, R jest
§rednim promieniem Ziemi, a ¢ i A geocentryczng szero-
koscig i dtugoscia. N, jest liczone ze wzoru Stokesa, kt6-
ry w przypadku przyjecia obszaru E za plaszczyzne ma
postac:

1 Aq(x.y)

Npglepyp) = ﬁ‘”}; *gl—dxdy 7

gdzie: [ jest odlegtoscia miedzy dowolnym punktem
(x, y), a punktem (x,,y,), w ktérym liczony jest odstep N.
Catka ta, zwana catka konwolucji, jest liczona w prze-
strzeni czestotliwosci [9], za pomocg szybkiej transforma-
ty Fouriera (FFT).

) 1 1 AG(u,v)
NAg('xpayp) - 221G (le 2} VZ)]/Z

gdzie: u, v sa to czestotliwosci odpowiadajace x, y,

®)

Ryec. 3. Wartosci liczbowe btedéw
przecigtnych trzech sktadnikéw N
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AG(u,v) jest widmem anomalii grawimetrycznych, a F~ !
oznacza odwrotny operator transformaty Fouriera. Metoda
ta korzysta ze $rednich lub punktowych danych grawime-
trycznych, wyznaczonych w weztach siatki i oblicza od-
stgpy geoidy od elipsoidy jednoczesnie we wszystkich
punktach. W ten sposéb geoida moze by¢é w szybki i tani
sposéb obliczona na duzym obszarze. W celu uzyskania
odstepu geoidy od elipsoidy w dowolnym punkcie obszaru
nalezy wykonac stosowna interpolacje. Metoda FFT jest
najszybsza ze wszystkich obecnie dostgpnych metod i sto-
sowana jest réwniez w przypadku przyjecia Ziemi za po-
wierzchnie kulista.

Wyznaczenia przebiegu geoidy na danym obszarze
mozna réwniez zrealizowa¢ metoda kolokacji najmniej-
szych kwadratéw (least square collocation, Isc). Metoda
ta wymaga rozwigzania uktadu réwnar liniowych, o licz-
bie réwnej liczbie obserwacji [5]. Odstep geoidy od eli-
psoidy N, jest liczony z obserwacji x wedtug zaleznosci:

Np = Ce(Crx + Cee)_lx )

gdzie: Cyy jest macierza kowariancji, pomigdzy syg-
nalem a obserwacja x, Cy, jest macierza kowariancji syg-
natu obserwacji x, a C,, jest macierza kowariancji btedu
obserwacji. Zaleta tej metody jest jej zdolnosé wiaczenia
do obliczen réznych typéw danych. Na przyktad, wektor x
moze zawierac jako obserwacje: anomalie grawimetryczne
Ag, sktadowe odchylefi pionu & i . Wada tej metody jest
konieczno$é rozwiazania duzego uktadu réwnan linio-
wych, co w praktyce czgsto prowadzi do ograniczenia licz-
by dostepnych danych, jak réwniez do ograniczenia roz-
miar6w obszaru liczenia geoidy.

Wzér Stokesa i metoda Isc sa wyprowadzone przy za-
tozeniu, ze Ag odnosi si¢ do geoidy. Oznacza to, ze Wszy-
stkie masy topograficzne jakie wystepuja ponad geoida,
musza by¢ usunigte metoda rachunkowa (matematycznie
przesuniete pod geoide), co uzyskuje si¢ poprzez liczenie
poprawek topograficznych. Obliczenie poprawki topogra-
ficznej Agy, umozliwia, z jednej strony przeprowadzenie
znacznie dokladniejszej interpolacji Ag, z drugiej strony
za$ umozliwia okreslenie wyrazu Ny. Wyraz ten, we wzo-
rze (3), jest zwany efektem posrednim geoidy i wynika ze
zmiany powierzchni ekwipotencjalnej, wywotanej przesu-
nigciem mas topograficznych pod geoide, czyli wprowa-
dzeniem redukcji topograficznej do Ag. Wykorzystujac re-
dukcje kondensacji Helmerta [2] mamy:

=t [ Sas o
Nusp) = — 52 (Ao, )1 (1)

gdzie: k jest stata grawitacji, AH = H (x,y) — H (x,Yp), a
p jest gestoscia mas topograficznych.

3. Uzyskiwane dokladnosci. Zazwyczaj precyzyjne
wyznaczenie pozycji z obserwacji GPS uzyskuje si¢ z
wzglednych wyznaczen, dlatego tez w niniejszych rozwa-
zaniach zajmiemy si¢ doktadnosciami wzglednych wyzna-
czen geoidy. W praktyce, procedura niwelacji GPS polega
na wyznaczeniu Ah z obserwacji GPS, obliczeniu AN z
danych grawimetrycznych, a nastgpnie obliczeniu AH ze
wzoru (2). Jesli na rozwazanym obszarze znajduje si¢ co
najmniej jeden punkt, (reper) o znanej wysokosci nad
§rednim poziomem morza — powiedzmy o wysokosci H,,
— to wysokosci wszystkich pozostatych punktéw wyraza
sie jako H,, plus obliczone przewyzszenia AH.
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Doktadnos¢ wyznaczenia AN zalezy od doktadnosci
obliczenia wszystkich trzech sktadnikéw, podanych w
réwnaniu (3). Wspétczynniki, wystepujace w rozwinigciu
geoidy w szereg funkcji kulistych, daja btedy o charakte-
rze dtugofalowym, ktérych nie mozna zmniejszyé przez
wtlaczenie do obliczen liczniejszych danych grawimetrycz-
nych z najblizszego otoczenia wyznaczanego punktu. Btad
wyznaczenia N zalezy od wielkosci obszaru, liczebnosci i
doktadnosci lokalnych danych grawimetrycznych. Zatem
uzycie §rednich anomalii reprezentujacych bloki powierz-
chni o wymiarach nie wigkszych niz 2 km x 2 km powin-
no zminimalizowac¢ ten btad.

Z przeprowadzonych analiz wynika, ze wartosci licz-
bowe przecietnego btedu € (w milionowych czedciach) dla
kazdego z trzech sktadnikéw sa takie, jak podano naryc. 3, z
ktérego wynika, ze najbardziej znaczacym bitedem obar-
czona jest sktadowa liczona z modelu geopotencjalnego.
Warto$¢ tego btedu jest prawie stata i dominuje nad pozo-
statymi btedami. Dwa pozostate btedy przyjmuja raczej
niewielkie warto$ci liczbowe, i jak stwierdzono wczesniej,
moga by¢ w znacznym stopniu zredukowane, poprzez uzy-
cie wigkszej liczby lokalnych danych grawimetrycznych i
wysokoSciowych.

W celu uzyskania btedu wzglednego ponizej 2- 107, Ag
i H musza by¢ dane w weztach siatki geograficznej o wymia-
rach nie wigkszychniz 5’ x 5”1 1 km x 1 km odpowiednio.

W celu zweryfikowania tezy, ze niwelacja GPS moze
dostarczy¢ AH z taka sama dokladnoscia jak niwelacja
geometryczna, przytoczymy wymagania doktadnosciowe
polskiej wysokosciowej osnowy geodezyjnej [3] dla linii o diu-
gosciach od 10 do 100 km. Wymagana przez geodezyjne normy
doktadno$¢ wyznaczenia réznicy wysokosci w poszczeglnych
klasach osnowy wysoko$ciowej podano w tab. 1.

Tab.1. Doktadno$é wzgledna (w milionowych czesciach)
wyznaczenia réznicy wysokosci

Rodzaj osnowy Klasa map/10 km map/100 km
Podstawowa I 0,3 0.1

I 0.6 0,2
Szczegdtowa IIT 1,2 0.4

v 3,0 1,0
Pomiarowa 6.0 2,0

Z liczb podanych w tab. 1 wynika, ze klasyczna niwe-
lacja geometryczna moze by¢ z powodzeniem zastgpiona
przez metode niwelacji GPS w przypadku nastgpujacych
osnéw wysokosciowych: szczegétowej IV klasy i osnowy
pomiarowe;j.

Duze zainteresowanie systemem GPS zaowocowato
szybkim rozwojem metod wyznaczania pozycji z coraz to
wyzsza doktadnoscia. Jednoczes$nie trwaja intensywne pra-
ce nad badaniem pola sily ciezkosci (geoidy). Tak wiec ni-
welacja GPS (pozycja z GPS + geoida) wkrotce zastapi niwela-
cje geometryczna w wielu praktycznych zastosowaniach.

Tab. 2. Dokladno$¢ wyznaczenia AN (w milionowych czesciach)

. Geoida z
Uksztaltowanie Geoida z Geoida z modelu +
modelu + 9
terenu modelu a lie anomalie +
noms topografia
Réwninny 5-7 1-3 1-3
Gorzysty 69 3-5 1-3

48

Analiza doktadnosci r6znych sieci GPS [8, 4], prowa-
dzi do nastepujacych ocen doktadnoSciowych, wyznacza-
nia réznic udulacji geoidy (p. tab. 2). Liczby podane w po-
wyzszej tabeli upowazniaja do stwierdzenia, ze nawet w
przypadku obszaréw réwninnych, uzycie tylko modelu
geopotencjalnego nie jest wystarczajace w celu doktadne-
go wyznaczenia AN. Wynika to ze znanego faktu, ze
wspotczynniki modelu pola (szczegélnie niskiego stopnia i
rzedu) s3 wyznaczane ze zbyt mala doktadnoscia. Uzycie do-
datkowo lokalnych danych grawimetrycznych w istotny spo-
s6b poprawia doktadno$¢ wyznaczenia geoidy. Na obszarach
g6rzystych wymagane sg dodatkowe dane, a mianowicie — in-
formacje o topografii terenu (numeryczny model terenu).

W celu podniesienia doktadnosci wyznaczenia AN do
poziomu 1 - 10°° nalezy:

1) podnies¢ doktadnos¢é wyznaczenia wspétczynnikow
modelu pola,

2) dysponowac lokalnymi danymi grawimetrycznymi
w wezlach siatki 2 km x 2 km,

3) numeryczny model] terenu dla obszaréw gérzystych
powinien by¢ w postaci §rednich wysokosci dla obszaréw
o wymiarach 1 km x 1 km a nawet mniejszych.

W celu uzyskania AH na poziomie 1- 107 wymagany
jest réwniez dalszy wzrost doktadnosci, zaréwno instru-
mentéw jak i metod opracowywania obserwacji GPS.

4. Konkluzje. Obecnie wzgledna doktadno$¢ r6znicy
wysokosci uzyskiwana z niwelacji GPS jest na poziomie
kilku milionowych czesci przy dtugosciach linii niwelacyj-
nych do 100 km. Zasadniczy btad wyznaczenia wysokosci
metoda GPS jest wywotany btedami wyznaczenia wspoét-
czynnikéw modelu geopotencjalnego. W celu uzyskania
precyzyjnej geoidy konieczne jest uzycie lokalnych da-
nych grawimetrycznych i topograficznych. Praktyczne ob-
liczenie geoidy moze by¢ zrealizowane na komputerze ty-
pu PC przez uzycie bardzo efektywnej FFT metody. Obec-
nie sieci niwelacji szczegétowej (IV klasy), osnowa pomiaro-
wa oraz osnowa wysokosciowa dla celéw poszukiwan geolo-
giczno-geofizycznych moze by¢ realizowana w szybki i eko-
nomiczny sposéb metoda niwelacji GPS.

Niniejsza praca zostala wykonana w ramach grantu KBN nr
S60501404 ,,Problemy oceny doktadnos$ci przebiegu geoidy wy-
znaczonej metoda kolokacyjno-catkowa przy zastosowaniu meto-
dy Fast Fourier Transform (FFT)”.
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