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ANALIZA PARAMETRYCZNA KRZYWEJ PRZEJŒCIA ZNACZNIKA
PRZEZ KOLUMNÊ FILTRACYJN¥

THE SENSITIVITY TEST FOR A BREAKTHROUGH CURVE RECORDED DURING TRACER MIGRATION
IN A FILTRATION COLUMN

MAREK MARCINIAK1, MONIKA OKOÑSKA1, MARIUSZ KACZMAREK2, KATARZYNA KAZIMIERSKA-DROBNY2

Abstrakt. Kszta³t krzywej przejœcia znacznika przez kolumnê filtracyjn¹ jest zdeterminowany przez udzia³ ró¿nych mechanizmów mig-
racji, zachodz¹cych podczas transportu danej substancji. Na podstawie interpretacji krzywej przejœcia mo¿na rozpoznaæ wartoœci paramet-
rów filtracji i migracji znacznika przez próbkê gruntu, tj. dokonaæ kalibracji modelu. Celem badañ opisanych w artykule by³a analiza
zale¿noœci kszta³tu krzywej przejœcia od procesów zachodz¹cych w kolumnie i wartoœci parametrów filtracji i migracji. Opracowano model
matematyczny eksperymentu kolumnowego i napisano kod dla jego rozwi¹zania metod¹ elementów skoñczonych w œrodowisku obliczenio-
wym MATLAB. Na podstawie analizy parametrycznej modelu zbadano zale¿noœæ kszta³tu krzywej przejœcia od parametrów procesów filtra-
cji i migracji. Analizê parametryczn¹ przeprowadzono dla parametrów wystêpuj¹cych w makroskopowym opisie matematycznym procesu
migracji uwzglêdniaj¹c mechanizmy adwekcji, dyfuzji i dyspersji. Proces sorpcji opisano równowagowymi modelami Henry’ego, Freundli-
cha lub Langmuira lub liniowym modelem kinetycznym sorpcji odwracalnej lub nieodwracalnej. Obliczenia przeprowadzono przy za³o¿e-
niu, ¿e na wejœciu do kolumny znacznik jest iniekowany przez krótki czas, co mo¿na traktowaæ jako superpozycjê dwóch impulsów
Heaviside’a o przeciwnych amplitudach, przesuniêtych w czasie. Zakres zmiennoœci parametrów dobierano uwzglêdniaj¹c podawane w lite-
raturze dane dotycz¹ce parametrów migracji w warunkach laboratoryjnych.

S³owa kluczowe: eksperyment kolumnowy, krzywa przejœcia, analiza parametryczna, transport znacznika.

Abstract. The shape of a breakthrough curve charactering tracer migration in a filtration column is determined by several migration pro-
cesses that occur during the transport of the tracer. The research presented in this paper was based on the interpretation of a breakthrough
curve. This interpretation was performed in order to establish the parameters of water flow and tracer migration in a sample of soil. The rela-
tionship between the shape of a breakthrough curve and the processes that occur in the filtration column, as well as the parameters of water
flow and tracer migration, were characterized. A mathematical model of a column experiment was formulated and solved using the MATLAB
computational environment. Based on the sensitivity test executed for the model, the relation between the curve’s shape and the parameters of
water flow and tracer migration was established. The sensitivity test was used for the parameters included in the mathematical equation of wa-
ter flow and the following migration processes: advection, diffusion, dispersion, and sorption described by the Henry, Freundlich and
Langmuir equations, as well as kinetic models of sorption. Calculations were performed assuming that the tracer is briefly injected at the input
of the column. Such procedure creates conditions which resemble the superposition of two Heaviside impulses shifted in time and of opposite
amplitudes. The variability range of the analyzed parameters was selected in accordance with data reported in the literature on migration pa-
rameters in laboratory conditions.

Key words: column experiment, breakthrough curve, parametric statistics, tracer migration.
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WSTÊP

Laboratoryjne badania kolumnowe prowadzone s¹ w celu
uzyskania danych do modelowania procesów filtracji i mig-
racji substancji w oœrodku wodonoœnym. Efektywne pla-
nowanie eksperymentów kolumnowych oraz interpretacja
uzyskiwanych wyników wymaga rozpoznania zale¿noœci
kszta³tu krzywej przejœcia od procesów zachodz¹cych w ko-
lumnie oraz od wartoœci parametrów tych procesów. Takie
rozpoznanie przeprowadzono poprzez analizê parametrycz-
n¹ krzywej przejœcia, nazywan¹ analiz¹ wra¿liwoœci. Ana-
lizê parametryczn¹ krzywej przejœcia przedstawion¹ we
wczeœniejszych badaniach (Kaczmarek i in., 2008; Marci-
niak i in., 2009) autorzy poszerzyli obecnie o dodatkowe
modele procesów sorpcyjnych.

W literaturze naukowej nieczêsto spotyka siê dane o ana-
lizie wra¿liwoœci eksperymentów kolumnowych. Zazwyczaj
prezentowane s¹ wyniki badañ eksperymentalnych realizo-
wanych dla ró¿nych oœrodków, przez które migruj¹ ró¿ne

zanieczyszczenia (Ma³ecki i in., 2006; Marciniak, Okoñska,
2006; Dai i in., 2012). Analiza teoretyczna zmiennoœci
czasowej krzywej przejœcia wymaga zdefiniowania modelu
matematycznego procesów zachodz¹cych podczas migracji
znacznika przez oœrodek. Dodatkowym utrudnieniem pod-
czas wykonywania analizy wra¿liwoœci jest zale¿noœæ krzy-
wej przejœcia od czasu przep³ywu wody przez kolumnê, któ-
ry zale¿y g³ównie od gradientu hydraulicznego i rozmiarów
kolumny. Prezentowan¹ w artykule analizê wra¿liwoœci
przeprowadzono dla kolumny o œrednicy 90 mm i d³ugoœci
500 mm. Takie wymiary spe³niaj¹ zalecane w literaturze
relacje œrednicy do d³ugoœci kolumny (Klotz i in., 1988).
Przydatnoœæ analizy parametrycznej w dalszych badaniach
kolumnowych bêdzie polegaæ na mo¿liwoœci rozpoznania
poszczególnych procesów migracji na podstawie zarejestro-
wanego doœwiadczalnie kszta³tu krzywej przejœcia (Okoñska
i in., 2009).

MODEL MATEMATYCZNY EKSPERYMENTU KOLUMNOWEGO

Na proces migracji substancji w kolumnie filtracyjnej
mog¹ siê sk³adaæ mechanizmy adwekcji, dyfuzji molekular-
nej, dyspersji mechanicznej oraz procesy wymiany masy ze
szkieletem gruntowym (Weber i in., 1991). Dla jednowy-
miarowego oœrodka, w którym zachodzi transport substancji
równanie migracji przyjmuje postaæ:
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gdzie: C – stê¿enie substancji w objêtoœci wody porowej
[mg·dm-3], DM – wspó³czynnik dyfuzji [m2·s-1], i – gradient
hydrauliczny [cm/cm], k – wspó³czynnik filtracji [m·s-1], ne –
wspó³czynnik porowatoœci efektywnej [–], s – stê¿enie sub-
stancji zaadsorbowanej w materiale porowatym [mg·dm-3],
� – sta³a dyspersji pod³u¿nej [m], �s – gêstoœæ szkieletu
gruntowego [kg·m-3].

W pracy wœród procesów wymiany uwzglêdniono proce-
sy sorpcyjne, a pominiêto efekty takie jak: reakcje chemicz-
ne ze szkieletem, biodegradacja, zjawiska chemo-elektro-os-
motyczne lub efekty kapilarne.

W pierwszej kolejnoœci z funkcjonuj¹cych modeli sorp-
cyjnych przeanalizowano przypadek, gdy tempo przebiegu
procesu sorpcji jest wzglêdnie szybkie i mo¿e byæ opisane
jako proces równowagowy. Przetestowano trzy podstawowe
izotermy sorpcji maj¹ce zastosowanie w praktyce hydrogeo-
logicznej:

• izotermê liniow¹ Henry’ego

s K Cd� [2]

• izotermê nieliniow¹ Freundlicha

s K CF
nF� , dla 0 1� �nF [3]

• izotermê nieliniow¹ Langmuira

s
C

C
L L

L

�
�

� �
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[4]

gdzie wspó³czynniki Kd, KF, nF, �L oraz �L s¹ sta³ymi opi-
suj¹cymi poszczególne rodzaje sorpcji.

Zak³adaj¹c jednopo³o¿eniowy model sorpcji równowa-
gowej (one-site sorption) (Van Genuchten, Wagenet, 1989)
oraz niezale¿noœæ wspó³czynników sorpcji od czasu, równa-
nie ogólne transportu (1) przyjmuje postaæ:
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nazywany jest wspó³czynnikiem retardacji, natomiast funk-

cja
�

�

f

C
zale¿y od przyjêtego modelu sorpcji.

W dalszych rozwa¿aniach zastosowano modele opisuj¹ce
sorpcjê nierównowagow¹, wykorzystuj¹c poni¿sze najczêœ-
ciej rozwa¿ane w hydrogeologii równania kinetyki sorpcji:

• liniowy, kinetyczny model sorpcji nieodwracalnej

�
�
s

t
k C� 1 [7]

• liniowy, kinetyczny model sorpcji odwracalnej

�
�
s

t
k C-k s� 2 3 [8]
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Modele opisuj¹ce jednowymiarowy transport dyspersyjny
z jednopo³o¿eniow¹ sorpcj¹ nierównowagow¹ maj¹ postaæ
uk³adów równañ:

• model z liniow¹ sorpcj¹ nieodwracaln¹
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• model z liniow¹ sorpcj¹ odwracaln¹
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Do rozwi¹zania równañ opisuj¹cych migracjê, przyjêto
warunki graniczne. Warunek pocz¹tkowy okreœla³ rozk³ad
stê¿enia substancji w ca³ym analizowanym obszarze w chwili
t = 0, przyjêtej jako pocz¹tkow¹:

C x t( , )� �0 0 dla x � 0 [11]

Warunek brzegowy I rodzaju (Dirichleta) przyjêto w postaci:

C(x= ,t) C0 0� dla 0 � �t T [12]

gdzie T oznacza czas trwania iniekcji.

Warunek brzegowy II rodzaju okreœla³ wartoœæ pochod-
nej funkcji C(x,t) w kierunku normalnej do powierzchni �
rozpatrywanego obszaru:

�
�
C

n
f(x,t)

�

� [13]

przy czym brzeg obszaru � �� �x L .

ZASADY PRZEPROWADZENIA ANALIZY PARAMETRYCZNEJ

Analizê parametryczn¹ przeprowadzono dla dwunastu
parametrów filtracji i migracji:

• parametru procesu filtracji: wspó³czynnika filtracji k;
• parametrów procesów adwekcji, dyfuzji i dyspersji:

wspó³czynnika porowatoœci efektywnej ne, wspó³czyn-
nika dyfuzji molekularnej DM oraz sta³ej dyspersji �;

• parametrów procesów sorpcyjnych opisanych izoter-
m¹ Henry’ego Kd, izoterm¹ Freudlicha KF i nF oraz
izoterm¹ Langmuira �L oraz �L;

• parametrów procesu sorpcji nieodwracalnej uwzglêd-
niaj¹cej kinetykê reakcji k1 oraz procesu sorpcji od-
wracalnej uwzglêdniaj¹cej kinetykê reakcji k2 i k3.

Wra¿liwoœæ krzywej przejœcia testowano, wykorzystuj¹c
szeœæ modeli matematycznych. Rozwi¹zania tych modeli prze-
prowadzono w programie napisanym w œrodowisku oblicze-
niowym MATLAB. Program, przez specjalnie wbudowany
interfejs, umo¿liwia wprowadzanie danych wejœciowych,
wizualizacjê wygenerowanej krzywej przejœcia oraz eksport
wyników obliczeñ. Jeœli w analizowanych modelach mate-
matycznych, krzywe przejœcia znacznika przez kolumnê fil-

tracyjn¹ zale¿a³y od wiêcej ni¿ jednego parametru, to analizê
wra¿liwoœci krzywej przejœcia prowadzono kolejno dla jed-
nego parametru, przyjmuj¹c wartoœci pozosta³ych paramet-
rów jako sta³e.

Oceny zmiennoœci krzywych przejœcia uzyskanych na
podstawie przeprowadzonej analizy parametrycznej dokona-
no poprzez porównanie:

• maksymalnych wartoœci koncentracji znacznika na wyjœ-
ciu, nazwanych amplitud¹ krzywej przejœcia,

• czasu trwania impulsu na wyjœciu, nazwanego szero-
koœci¹ krzywej przejœcia,

• momentu pojawienia siê znacznika na wyjœciu z ko-
lumny, nazwanego pocz¹tkiem krzywej przejœcia.

Analizê parametryczn¹ krzywych przejœcia przeprowa-
dzono w kolumnie filtracyjnej. Przyjêto stê¿enie znacznika
na wejœciu do kolumny C0 = 10 mg/dm3. Symulacje przepro-
wadzono dla impulsowej iniekcji znacznika trwaj¹cej 30
min, co odwzorowano na modelach jako superpozycjê
dwóch impulsów Heaviside’a o przeciwnych amplitudach
i przesuniêtych w czasie o 30 minut.

W pierwszej kolejnoœci sprawdzono wp³yw wspó³czyn-
nika filtracji na kszta³t krzywej przejœcia. Obliczenia prze-
prowadzono dla trzech wartoœci wspó³czynnika filtracji:
k = 5·10-5 m/s, k = 1·10-4 m/s, k = 5·10-4 m/s (fig. 1). Nastêp-
nie ustalono wartoœci parametrów krzywej przejœcia, któr¹
uznano za krzyw¹ odniesienia (k.o., tab. 1). Wp³yw poszcze-
gólnych parametrów filtracji i migracji na kszta³t krzywej
przejœcia oceniano poprzez porównanie uzyskiwanych krzy-
wych przejœcia z krzyw¹ odniesienia.

Przyjêty w analizie parametrycznej zakres zmiennoœci
parametrów filtracji i migracji ustalono na podstawie danych
literaturowych. W przypadku braku odpowiednich danych
zakres zmiennoœci parametru dobierano w taki sposób, aby
czytelnie pokazaæ na wykresach wp³yw danego parametru
na kszta³t krzywej przejœcia. Wartoœci parametrów przyjête
podczas analizy zestawiono w tabeli 1.
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Fig. 1. Krzywe C = C(t) przejœcia znacznika dla trzech war-
toœci wspó³czynnika filtracji

The breakthrough curves of the tracer C = C(t) for three values
of hydraulic conductivity



UZYSKANE WYNIKI

W wyniku przeprowadzonej analizy parametrycznej uzy-
skano krzywe przejœcia znacznika przez z³o¿e w kolumnie
dla ró¿nych wartoœci parametrów filtracji i migracji. Najwiêk-

szy wp³yw na kszta³t krzywej przejœcia maj¹ zmiany
wspó³czynnika filtracji (fig. 1).

Analizê parametryczn¹ pozosta³ych parametrów przepro-
wadzono dla trzech ustalonych wartoœci wspó³czynnika fil-
tracji. W ramach niniejszego artyku³u, ze wzglêdu na ograni-
czon¹ liczbê stron, pokazano wyniki analizy wra¿liwoœci dla
k = 10-4 m/s. Wp³yw zmiennoœci parametrów migracji na
kszta³t krzywej przejœcia pokazano na figurze 2. Na figurze 3
przedstawiono natomiast wp³yw wartoœci parametrów izo-
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Tabela 1

Zakres zmiennoœci parametrów filtracji i migracji przyjêty podczas analizy parametrycznej eksperymentu kolumnowego

The range of the variability of the filtration and migration parameters accepted during the parametric analysis of the column experiment

Parametry kolumny k.o.

Wysokoœæ próbki L m 0,5

Œrednica d m 0,09

Gradient hydrauliczny i m/m 0,1

Gêstoœæ materia³u szkieletu ñs kg/l 2,65

Parametry filtracji ne1 ne2 ne3

Wspó³czynnik filtracji k m/s 1·10
-4

Wspó³czynnik porowatoœci n - 0,3

Wspó³czynnik porowatoœci efektywnej ne - 0,3 0,21 0,24 0,27

Parametry migracji á1 á2 á3 DM1 DM2 DM3

Wspó³czynnik dyfuzji molekularnej DM m2/s 0 5·10-8 1·10-7 5·10-7

Sta³a dyspersji hydrodynamicznej á m 0,01 0,02 0,03 0,05

Parametry sorpcji Kd1 Kd2 Kd3 nF1 nF2 nF3 áL1 áL2 áL3 âL1 âL2 âL3

Izoterma Henry’ego Kd dm3/mg 0 1·10-4 1·10-3 1·10-2

Izoterma Freundlicha
KF dm3/mg 0 1·10-2 1·10-2 1·10-2

nF – 1 1,2 1,4 1,6

Izoterma Langmuira
á L 0 0,04 0,07 0,10 0,07 0,07 0,07

âL 0 1,0 1,0 1,0 1,1 1,2 1,3

Parametry kinetyki sorpcji k1 1 k1 2 k1 3 k3 1 k3 2 k3 3

Sorpcja kinetyczna nieodwracalna k1 dm3/mg·s 0 1·10-6 5·10-6 1·10-5

Sorpcja kinetyczna odwracalna
k2 dm3/mg·s 0 5·10-6 5·10-6 5·10-6

k3 dm3/mg·s 0 1·10-4 2·10-4 4·10-4

Parametry eksperymentu i algorytmu

Liczba przedzia³ów czasowych dt 100

Liczba elementów przestrzennych dx 200

Koncentracja znacznika na wejœciu C0 mg/l 10

Czas trwania impulsu T min 30

Czas trwania symulowanego procesu tmax min 1200

k.o. – krzywa odniesienia, k.o. – the reference curve

Fig. 2. Krzywe C C t� ( ) przejœcia znacznika dla ró¿nych war-
toœci wspó³czynnika porowatoœci efektywnej ne, wspó³czynnika

dyfuzji DM oraz sta³ej dyspersji �

The breakthrough curves of the tracer C C t� ( ) for various values
of the effective porosity ne, the diffusion coefficient DM and the



term Henry’ego, Freundlicha i Langmuira na kszta³t krzywej
C = C(t). Na figurze 4 przedstawiono wp³yw parametrów
kinetyki sorpcji na krzyw¹ przejœcia.

Tendencja zmian krzywej przejœcia pod wp³ywem wzros-
tu wartoœci poszczególnych parametrów zestawiono w tabeli
2. W ocenie zmiennoœci kszta³tu krzywej C = C(t) uwzglêd-

niono amplitudê (a œciœlej – jej maksymaln¹ wartoœæ), szero-
koœæ krzywej przejœcia (liczon¹ od momentu pojawienia siê
niezerowej koncentracji znacznika do momentu ponownego
osi¹gniêcia wartoœci zerowej) oraz pocz¹tek krzywej przejœ-
cia (rozumiany jako moment, w którym pierwszy raz poja-
wia siê niezerowa koncentracja znacznika).
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Fig. 3. Krzywe C = C(t) przejœcia znacznika dla ró¿nych izo-
term sorpcji: Henry’ego Kd, Freundlicha KF = Kd, nF oraz

Langmuira �L, �L

The breakthrough curves of the tracer C = C(t) for various sorption
isotherms: Henry Kd, Freundlich KF = Kd, nF and Langmuir �L, �L

Fig. 4. Krzywe C = C(t) przejœcia znacznika dla ró¿nych
wartoœci parametrów kinetyki sorpcji: nieodwracalnej k1

oraz odwracalnej k2 = k1 i k3

The breakthrough curves of the tracer C = C(t) for various values
of the sorption kinetics: irreversible k1 and reversible k2 = k1 and k3

Tabela 2

Tendencje zmian krzywej przejœcia pod wp³ywem wzrostu wartoœci poszczególnych parametrów

Changes in the breakthrough curve caused by an increase in the values of the analyzed parameters

Ze wzrostem wartoœci parametru Amplituda Szerokoœæ Pocz¹tek

Parametry filtracji

Wspó³czynnik filtracji k roœnie maleje wczeœniej

Porowatoœæ efektywna ne maleje roœnie póŸniej

Parametry migracji

Wspó³czynnik dyfuzji molekularnej DM maleje roœnie wczeœniej

Sta³a dyspersji pod³u¿nej á maleje roœnie wczeœniej

Parametry sorpcji

Izoterma Henry’ego Kd maleje bez zmian bez zmian

Izoterma Freundlicha nF maleje bez zmian bez zmian

Izoterma Langmuira áL maleje roœnie póŸniej

Izoterma Langmuira âL maleje roœnie bez zmian

Parametry kinetyki sorpcji

Sorpcja nieodwracalna k1 maleje bez zmian bez zmian

Sorpcja odwracalna k3 roœnie maleje bez zmian



PODSUMOWANIE

Analiza parametryczna krzywej C = C(t) przejœcia znacz-
nika przez kolumnê filtracyjn¹ wykaza³a, ¿e na kszta³t krzy-
wej przejœcia najwiêkszy wp³yw ma wartoœæ wspó³czynnika
filtracji badanego z³o¿a, co pokazano na figurze 1. Pozosta³e
parametry w znacznie mniejszym stopniu wp³ywaj¹ na
kszta³t krzywej przejœcia. Dla pokazania tej ró¿nicy na fi-
gurach 2, 3, oraz 4 obie skale wykresów C = C(t) zmieniono
w stosunku do skal na figurze 1. Niewielka zale¿noœæ krzy-
wej przejœcia od wartoœci parametrów migracji mo¿e utrud-
niaæ identyfikacjê wartoœci parametrów na podstawie wyni-
ków badañ kolumnowych.

Analiza parametryczna powinna byæ elementem plano-
wania eksperymentu kolumnowego. Po zasypaniu kolumny

filtracyjnej z³o¿em i ustabilizowaniu parametrów filtracji
mo¿na wyznaczyæ doœwiadczalnie wartoœæ wspó³czynnika
filtracji danego z³o¿a. Przeprowadzenie analizy parametry-
cznej dla wyznaczonej doœwiadczalnie wartoœci wspó³czyn-
nika filtracji otwiera nowe mo¿liwoœci planowania badañ
kolumnowych. Wyniki analizy parametryczn¹ mog¹ u³atwiæ
rozpoznanie procesów migracji zachodz¹cych podczas da-
nego eksperymentu.

Prezentowane w artykule wyniki uzyskano w ramach
projektów badawczych finansowanych ze œrodków na naukê
w latach 2009–2013 przez MNiSW 3630/B/T02/2009/37
oraz NCN DEC-2011/01/B/ST10/02063.
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SUMMARY

The sensitivity test for tracer breakthrough curve
C = C(t) showed that its shape strongly depends on the
hydraulic conductivity of the analyzed sand sample. The in-
fluence of other parameters is considerably smaller. To illu-
strate this difference, both scales of graphs C = C(t) were
changed on Figs. 2, 3, and 4, in accordance with the scales on
Fig. 1. The insignificant relation between the shape of the
breakthrough curve and the value of migration parameters
makes it difficult to identify the parameter values based on
the results of column experiments.

The sensitivity test should be a part of column experi-
ment planning. After filling the filtration column with a sam-
ple of sand and stabilizing the water flow, the hydraulic
conductivity of the sample has to be assessed. The sensitivity
test for the experimentally obtained value of hydraulic con-
ductivity creates new possibilities of analyzing tracer migra-
tion processes during the experiment and identifying para-
meters.
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