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MODELOWANIE PRZEP£YWU WÓD GRUNTOWYCH W UJÊCIU OBSZAROWYM

REGIONAL GROUNDWATER FLOW MODELLING

HENRYK ZARADNY1

Abstrakt. W pracy omówiono metody postêpowania przy modelowaniu filtracji w ujêciu obszarowym, z podkreœleniem szczególnej roli
szacowania wartoœci parametrów, kalibracji i analizy wra¿liwoœci przy tworzeniu modeli prognostycznych. Ponadto przedstawiono
przyk³adowe wyniki symulacji otrzymane za pomoc¹ programu HZPLASKI, opracowanego przez autora. Program ten umo¿liwia rozwi¹zy-
wanie zagadnieñ filtracji obszarowej dla stanów ustalonych, przy wykorzystaniu metody elementów skoñczonych.

S³owa kluczowe: modele filtracji obszarowej, szacowanie parametrów, kalibracja i analiza wra¿liwoœci modelu, program HZPLASKI.

Abstract. The paper presents a modelling approach to the two-dimensional groundwater flow in a horizontal plane. Particular attention is
paid to the parameter estimation procedure, model calibration and sensitivity analysis. Examples of numerical simulations, performed with
the HZPLASKI code developed by the author, are presented. The code was developed in order to solve steady-state groundwater flow in a hor-
izontal plane, using the finite element method.

Key words: horizontal groundwater flow, parameter estimation, calibration, sensitivity analysis, HZPLASKI numerical code.

WSTÊP

Budowa geologiczna jest z natury trójwymiarowa (3D),
st¹d te¿ równie¿ model 3D obszaru ruchu z zasady pozwala
na kompletne odwzorowanie natury. Takie mo¿liwoœci daje
na przyk³ad GMS (Groundwater Modeling System) opraco-
wany w USA. Sêk w tym, ¿e dane dotycz¹ce budowy geolo-
gicznej maj¹ charakter 1D, rzadziej 2D. St¹d te¿ potrzeba
stosowania metod interpolacyjnych, aby z informacji 1D/2D
przygotowaæ zestaw danych wejœciowych do modelu 3D.
Jedn¹ z najprostszych jest metoda bazuj¹ca na wagach wp³y-
wu, w której zak³ada siê wartoœci wag odwrotnie proporcjo-
nalne do odleg³oœci od punktu pomiarowego IDWM (inverse

distance weighted method). Tak¹ czy inn¹ procedurê inter-
polacyjn¹ mo¿na wbudowaæ w model 3D. W niektórych
przypadkach powinny byæ uwzglêdnione jeszcze inne ele-
menty, które mog¹ mieæ wp³yw na ruch wody w rozpatrywa-

nych obszarze ruchu, np. przykrycie obszaru ruchu od góry
(trawy, drzewa, uprawy rolne, zbiorniki wodne, place utwar-
dzone, cieki itp). Te elementy maj¹ wp³yw na sk³adowe zasi-
lania infiltracyjnego, sk³adowe drena¿owe itp. (m.in. Pan-
day, Huyakorn, 2004).

Zachodzi pytanie, czy wybieraj¹c nawet najlepszy model
3D gwarantujemy uzyskanie wiarygodnych wyników obli-
czeñ? OdpowiedŸ mo¿e byæ tylko jedna: uzyskana wiary-
godnoœæ mo¿e byæ co najwy¿ej taka, jaka jest wiarygodnoœæ
rozpoznania geologicznego, oszacowania parametrów hy-
draulicznych gruntów oraz doboru metody interpolacyjnej,
o której wczeœniej by³a mowa. Nale¿y wzi¹æ pod uwagê wia-
rygodnoœæ rozpoznania hydrogeologicznego. Swego czasu
zwróci³em siê do znanej i doœwiadczonej firmy o wykonanie
rozpoznania geologicznego dla potrzeb modelowania filtra-
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cji. Najtañszy, prawie 2,5 razy, by³ wariant bez sta³ego nad-
zoru z naszej strony w trakcie wierceñ. Nie przypuszczam,
aby obecnoœæ naszego pracownika by³a a¿ tak uci¹¿liwa dla
wiertaczy, ¿e wyceniono j¹ wy¿ej ni¿ koszt prac prowadzo-
nych tylko we w³asnym towarzystwie. Nawet zak³adaj¹c, ¿e
rozpoznanie gruntów w otworze by³o prawid³owe, to ju¿
przejœcie z danych 1D do 2D nosi znamiona pewnej dowol-
noœci, która w du¿ym stopniu zale¿na jest od intuicji osoby,
która sporz¹dza przekroje geologiczne. Przejœcie z 2D do
3D tê kwestiê jeszcze bardziej komplikuje.

Trudnoœci, jakie towarzysz¹ modelowaniu 3D, starano
siê obejœæ wprowadzaj¹c modele quasi-3D (m.in. Cello, Ro-
driguez, 2002; Batelaan i in., 2003). Przyk³adem mo¿e byæ
MODFLOW. Istot¹ takich modeli jest za³o¿enie, ¿e ruch
w p³aszczyŸnie x–y odbywa siê w warstwie wodonoœnej (do-
brze przewodz¹cej dla wody – aquifer), natomiast w war-
stwie s³abo przepuszczalnej (aquitard) ruch wody odbywa
siê wy³¹cznie w kierunku osi z (w pionie).

Innym przyk³adem mo¿e byæ model filtracji obszarowej,
w którym zak³ada siê ruch w p³aszczyŸnie x–z, przy jedno-

czesnym uwzglêdnieniu uk³adu gruntów i jego parametrów
hydraulicznych w pionie.

Do modelowania ruchu wód podziemnych najbardziej
odpowiednie jest zastosowanie metod numerycznych opar-
tych na elementach skoñczonych (m.in. Narasimhan i in.,
1978; Zaradny, Feddes, 1979; Zaradny, Martuszewska, 1986;
Zaradny, Stañczyk, 1988; Giao i in., 1999; Beckers, Frind,
2000). Poza innymi zaletami, metoda elementów koñczo-
nych (FEM) pozwala w sposób prawie naturalny na odwzo-
rowanie z³o¿onej geometrii obszaru ruchu, uk³adu warstw
gruntowych i ich niejednorodnoœci dla przewodzenia wody,
jak równie¿ na modelowanie pojedynczych studni z uwzglêd-
nieniem ich rzeczywistego przekroju lub w postaci „studni
punktowej” przy zastosowaniu odpowiednich wspó³czynni-
ków korekcyjnych. Istot¹ wspomnianej korekcji jest trans-
formacja wielkoœci wydatku rzeczywistej studni do „wydat-
ku” studni punktowej (m.in. Fiszer, 1980).

Celem tej pracy jest zajrzenie do kuchni modelu na tyle
g³êboko, aby ³atwiej zrozumieæ i ewentualnie dokonaæ oceny
modeli komercyjnych, szeroko reklamowanych w publika-
cjach, internecie i ró¿nych materia³ach reklamowych.

PODSTAWOWE RÓWNANIA

Rozpatrzmy obszar, w którym zachodzi ruch wody w uk³a-
dzie dwuwymiarowym x, y (fig. 1). Od do³u obszar ograni-
czony jest warstw¹ nieprzepuszczaln¹ o znanej rzêdnej zsp

wzglêdem przyjêtego poziomu porównawczego zpp = 0, a od

góry zwierciad³em wody gruntowej � �H x y
p

z, � �
�

,

p/�g = h – wysokoœæ ciœnienia, z – wysokoœæ po³o¿enia wzglê-
dem przyjêtego poziomu odniesienia, � – gêstoœæ wody,
g – przyspieszenie ziemskie. Przyjmijmy ponadto, ¿e uk³ad
gruntów w dowolnym podobszarze ruchu Re jest znany i st¹d
znana jest funkcja przewodnictwa wodnego dla takiego pod-

obszaru � � � �T z k z dz
z

� �0
, gdzie k(z) – przewodnoœæ hydrau-

liczna, któr¹ dla z � zsp przyjmuje siê równ¹ zero. Dla tak

sformu³owanego zagadnienia równanie ruchu wyprowadzo-
ne z równania Darcy i równania ci¹g³oœci, dla stanu ustalo-
nego przybiera postaæ:
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gdzie:
Tx , Ty – sk³adowe przewodnictwa wodnego w kierunku osi

x i y, odpowiednio, L2/T,
W(x, y) – funkcja wydatku Ÿród³a lub upustu, L/T,
L oznacza wymiar, np. metr, T oznacza czas, np. doba.

W metodzie wariacyjnej równaniu [1] odpowiada ekwi-
walentny funkcjona³ I, który przy uwzglêdnieniu wystêpo-
wania warunków brzegowych drugiego rodzaju (warunki
Neumanna, tj. zadana wartoœæ przep³ywu) przybiera postaæ:
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gdzie:

R – powierzchnia rozpatrywanego obszaru,

S – segment, wzd³u¿ którego okreœlona jest wartoœæ �,

� – natê¿enie zasilania na jednostkê d³ugoœci, L3/T/L.
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Fig. 1. Schematyzacja warstw w obszarze

Schematization of the layers in the modelled area



Dla rozwi¹zania tak sformu³owanego funkcjona³u nale¿y
obszar R podzieliæ na mniejsze podobszary (elementy) Re ,
w których mo¿na za³o¿yæ pomiêdzy wêz³ami liniow¹ zmien-
noœæ funkcji H. St¹d mo¿emy zapisaæ:

[3]
I IR R e

e
N

� �
1

gdzie:
I – funkcjona³ dla obszaru R,

Ie – funkcjona³ dla podobszaru Re,

N – liczba podobszarów Re.

W pierwszym etapie minimalizujemy funkcjona³y Ie, tj.
�

�

I
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e

e
� 0, a st¹d z zale¿noœci [3] wynika:
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Dla uproszczenia procesu minimalizacji na drodze nu-
merycznej najczêœciej przyjmuje siê najprostsze elementy
(podobszary Re), a mianowicie trójk¹ty, z liniow¹ postaci¹
wyra¿enia aproksymuj¹cego poszukiwan¹ funkcjê H. Funk-
cje te mo¿na znaleŸæ w literaturze, m.in. w pracy Zaradnego
(1993). W efekcie takich za³o¿eñ stosunkowo ³atwo wylicza

siê wyra¿enia
�

�

I

H

e

e
dla ka¿dego elementu trójk¹tnego, a na-

stêpnie dla ca³ego obszaru R R e� � , wykorzystuj¹c zale¿-

noœæ [4]. W efekcie otrzymujemy M równañ, które mo¿na
zapisaæ w postaci macierzowej:

[5]� �� � � �A H B�

gdzie:
M – liczba wêz³ów z poszukiwan¹ wartoœci¹

funkcji H,
[A] – macierz w ogólnym przypadku kwadratowa

o wymiarze M × M,
{H}, {B} – macierze kolumnowe o M elementach.

Za³ó¿my, ¿e podobszary Re bêd¹ w kszta³cie czworok¹ta,
jak na figurze 2, który w dalszym ci¹gu bêdziemy traktowaæ
jako sumê czterech elementów trójk¹tnych o wspólnym

wêŸle oznaczonym liter¹ A, o wspó³rzêdnych x xA � �1
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. Korzyœci, jakie siê osi¹ga przy takim

przyjêciu, polegaj¹ na uproszczeniu danych wejœciowych,
mniejszego wymiaru tablic, a tak¿e redukcji czasu obliczeñ.
W przypadku gdy funkcjona³ I jest minimalizowany wzglê-
dem wêz³a A, wówczas niewiadome H bêd¹ siê odnosi³y
wy³¹cznie do s¹siednich wêz³ów 1, 2, 3 i 4 (fig. 2), natomiast
wartoœæ HA bêdzie okreœlana za pomoc¹ wyra¿enia zawie-
raj¹cego cz³ony H1, H2, H3, H4:
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gdzie:

Ls – d³ugoœæ boku elementu s¹siaduj¹cego z wêz³em A,
w którym � jest okreœlone, natomiast � jest powierzch-
ni¹ elementu trójk¹tnego e.

Wyra¿enie [6] podstawiamy w nastêpnym kroku do równañ
[5] kolejno dla wêz³ów 1, 2, 3 i 4. Dla przyk³adu dla wêz³a 1
w wyniku takiego podstawienia (przy za³o¿eniu, ¿e wêze³ ten
ma za s¹siadów wy³¹cznie wêze³ 2 i 4) otrzymamy:
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W ten sposób nieznany potencja³ HA, dla wszystkich cen-
tralnych „wêz³ów” A czworok¹tów, jest eliminowany z wy-
nikowego równania macierzowego [5], tym samym iloœæ
niewiadomych z M redukuje siê do M* (M* < M).

Podany powy¿ej sposób podzia³u elementu czworok¹t-
nego na trójk¹ty ró¿ni siê od sposobu zaprezentowanego
przez Bear i Verruijt (1987) – figura 3.
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Fig. 2. Element czworok¹tny
zbudowany z czterech

trójk¹tów

Quadrilateral element consisting
of four triangles



Tam¿e elementy trójk¹tne maj¹ wspólny wêze³ A
o wspó³rzêdnych wynikaj¹cych z przeciêcia przek¹tnych
trójk¹tów powsta³ych z pierwszego (K1) i drugiego (K2) po-
dzia³u. W tym sposobie mog¹ pojawiæ siê elementy o po-
wierzchni zerowej, gdy w elemencie czworok¹tnym jeden
z k¹tów bêdzie wynosi³ 180o. Takie elementy pokazano na
figurze 4, gdzie przyk³adowy element czworok¹tny (np. ele-
ment TB) po podziale bêdzie mia³ dwa trójk¹ty o powierzch-
ni niezerowej (TB1 i TB2).

Siatka FEM dla elementów jak na figurze 2 nie powoduje
pojawienia siê elementów o powierzchni zerowej.

Z uwagi na fakt, ¿e przewodnoœæ wodna T = f(H) jest
nieliniowa, st¹d koniecznoœæ stosowania metody iteracyj-
nej dla osi¹gniêcia za³o¿onej dok³adnoœci obliczeñ
�H H Hi i

j

i

j� ��1

max
� TOL, gdzie: H

i

j – œrednia wartoœæ

potencja³u w elemencie i w j-tej iteracji, TOL – za³o¿ona
dok³adnoœæ obliczeñ.

PROGRAM KOMPUTEROWY I PRZYK£ADY OBLICZEÑ

Opieraj¹c siê na przedstawionych za³o¿eniach opraco-
wano program HZPLASKI w jêzyku FORTRAN do pracy
w œrodowisku WINDOWS. Program ten by³ z powodzeniem
wykorzystywany do zagadnieñ praktycznych, m.in. do prog-
nozy wp³ywu na œrodowisko przyrodnicze istniej¹cych i po-
tencjalnych ujêæ wody podziemnej zlokalizowanych na wys-
pie Wolin (Zaradny i in., 1986). Wówczas jednak wspo-
mniany program by³ w wersji DOS.

Wyspa Wolin (fig. 5) o powierzchni 265 km2 stanowi je-
den z najbardziej zró¿nicowanych obszarów pó³nocno-za-
chodniej Polski, miêdzy innymi z uwagi na ró¿norodnoœæ ty-

pów genetycznych rzeŸby. Najwy¿sze wzniesienia po³o¿one
s¹ w strefie woliñskiej moreny czo³owej, le¿¹cej na pó³noc-
ny wschód od Miêdzyzdrojów w tzw. Paœmie Woliñskim.
Wyró¿niæ tutaj nale¿y wzniesienia Grzywacz (115 m n.p.m.)
i Gosañ (95 m n.p.m.). Woliñska morena czo³owa od strony
morza koñczy siê klifem o wysokoœci ponad 80 m. Najni¿ej
po³o¿one rejony osi¹gaj¹ rzêdn¹ ok. –0,5 m n.p.m. i wystê-
puj¹ w okolicach jezior Wicko i Koprowo oraz w zasiêgu
tzw. Obni¿enia Kodr¹bskiego.

Jezioro Koprowo jest najwiêksze (466,4 ha) i obok oœmiu
innych jezior rynnowych o ³¹cznej powierzchni 273 ha Poje-
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Fig. 4. Przyk³ad siatki obliczeniowej
wg Bear i Verruijt (1987)

(TB1 i TB2 – obliczeniowe elementy trójk¹tne powsta³e z podzia³u elementu
czworok¹tnego TB o wêz³ach 1, 2, 3 i 4

Example of a computational grid
(according to Bear and Verruijt, 1987)

TB and TB – triangular elements obtained by subdivision of the quadrilateral
element defined by nodes 1, 2, 3 and 4

Fig. 3. Podzia³ elementu czworok¹tnego (o wêz³ach 1, 2, 3, 4) na cztery elementy trójk¹tne (TR1, TR2, TR3 i TR4

ze wspólnym wêz³em A) wg propozycji Bear i Verruijt (1987)

Subdivision of a quadrilateral element (defined by nodes 1, 2, 3 and 4) into four triangular elements (TR1, TR2, TR3 and TR4

with common node A) according to the proposition of Bear and Verruijt (1987)



zierza Warnowsko-Ko³czewskiego oraz jezior Turkusowego
(0,09 ha) i Gardno (3,6 ha) ma najwiêkszy udzia³ w wodach
powierzchniowych wyspy. Do tych wód zaliczamy tak¿e
sieæ cieków – Lewiñska Struga i Struga Mokrzycka oraz
inne drobniejsze, a ponadto sieæ melioracyjn¹ (kana³y War-
nowski, Mokrzycki, Darzowicki i P³ociñski). Na omawia-
nym obszarze, który bez pó³wyspów Przytorskiego, Rów
i Miêdzywodzkiego ma powierzchniê ok. 200 km2, a¿ 38%
stanowi¹ lasy (77 km2), 38% grunty orne z przewag¹ ³¹k
i pastwisk (19–20%), 24% tereny o wysokim stanie wód
gruntowych, tereny podmok³e, cieki i zbiorniki wodne, drogi
i zabudowania. Centraln¹ czêœæ wyspy zajmuje Woliñski
Park Narodowy (WPN) o powierzchni 4844 ha, który od
wschodu graniczy z lasami pañstwowymi.

Osady czwartorzêdowe s¹ znacznej i zró¿nicowanej mi¹¿-
szoœci. W strefie powierzchniowej przewa¿aj¹ piaski œred-
nio- i drobnoziarniste. Ponadto wystêpuj¹ dwa poziomy glin
zwa³owych przedzielonych poziomem piaszczysto-¿wiro-
wym. Zró¿nicowanie to spowodowa³o, ¿e w obliczeniach
uwzglêdniono 51 profili do przewodzenia wody. Kilka z nich
zilustrowano na figurze 6.

Obszar ruchu, jaki objêto modelowaniem, mia³ ok. 200 km2

(bez pó³wyspów Przytorskiego, Rów i Miêdzywodzkiego) i
zosta³ podzielony na 612 elementów czworok¹tnych z 667
wêz³ami. Na figurach 7 i 8 przedstawiono wyniki obliczeñ
dla dwóch wariantów oddzia³ywania ujêæ wody na poziom
zwierciad³a wody gruntowej. W pierwszym wariancie (fig.
7), traktowanym jako wariant „istniej¹cy”, za³o¿ono, ¿e nie
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Fig. 5. Wyspa Wolin

Wolin island

Fig. 6. Przyk³adowe wykresy przewodnoœci wodnej T = f(H) dla wybranych profili o numerach 5–10, gdzie: k1 = 0,02 m/d,
k2 = 17,0 m/d

Sample plots of transmissivity T = f(H) for selected profiles (numbers 5 to 10), with k1 = 0.02 m/d and k2 = 17.0 m/d
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Fig. 7. Obliczone po³o¿enie zwierciad³a wody dla wariantu 1: nieczynne ujêcia wody w rejonie Kodr¹bek–Warnowo
i w rejonie Trzci¹gowa (tzw. stan istniej¹cy)

Computed location of the groundwater table for variant 1: inactive water intakes in Kodr¹bek–Warnowo and Trzci¹gowo areas
(current state)
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Fig. 8. Obliczone po³o¿enie zwierciad³a wody dla wariantu 2: ujêcia wody w rejonie Kodr¹bek–Warnowo (Q = 230 m3/h)
i Trzci¹gowa (Q = 47 m3/h) oraz w Miêdzyzdrojach (Q = 255 m3/h) i w Wise³ce (Q = 85 m3/h)

Computed location of the groundwater table for variant 2: active water intakes in Kodr¹bek–Warnowo area (flow rate Q = 230 m3/h)
and in Trzci¹gowo area (Q = 47 m3/h) and increased flow rate of water intakes in Miêdzyzdroje (Q = 255 m3/h)

and in Wise³ka (Q = 85 m3/h)



s¹ uruchomione ujêcia wody Kodr¹bek–Warnowo i ujêcie
w rejonie Trzci¹gowa. Inne ujêcia bêd¹ czynne dla obu wa-
riantów, z tym ¿e ujêcie w Miêdzyzdrojach ma wydajnoœæ
Q = 136 m3/h, natomiast ujêcie Wise³ka Q = 50 m3/h.

W wariancie drugim (fig. 8) przyjêto wydajnoœæ ujêcia
w rejonie Kodr¹bek–Warnowo wynosz¹c¹ Q = 230 m3/h,
w rejonie Trzci¹gowa Q = 47 m3/h, przy jednoczesnym
zwiêkszeniu wydajnoœci ujêcia Miêdzyzdroje do 255 m3/h
i ujêcia Wise³ka do 85 m3/h.

W obu wariantach zasilanie powierzchniowe poszcze-
gólnych elementów by³o identyczne, identyczne by³y rów-
nie¿ w³aœciwoœci gruntów dla przewodzenia wody.

Porównuj¹c wyniki obliczeñ w obu wariantach, mo¿na za-
uwa¿yæ istotne ró¿nice w po³o¿eniu zwierciad³a wody. Naj-
wiêksze zmiany wystêpuj¹ za spraw¹ ujêæ Kodr¹bek–Warno-
wo i Miêdzyzdroje, w centralnej czêœci WPN na linii ³¹cz¹cej
oba ujêcia. Charakterystyczne „siode³ko”, izolinia H = 6 m
n.p.m., mo¿e mieæ niekorzystny wp³yw na stosunki wodne
ekosystemu WPN. Zwiêkszona wydajnoœæ ujêcia Miêdzy-
zdroje zagra¿a z kolei intruzj¹ wód s³onych z Ba³tyku. Wska-
zuj¹ na to izolinie H � 0 m n.p.m. w rejonie Miêdzyzdrojów.
Ujêcie Trzci¹gowo o wydajnoœci 47 m3/h oraz zwiêkszona do
85 m3/h wydajnoœæ ujêcia Wise³ka nie powinny mieæ nieko-
rzystnego wp³ywu na po³o¿enie zwierciad³a wód w najbli¿-
szym rejonie. Jedynie jez. Wise³ka, jako bezodp³ywowe, mo-
¿e byæ zagro¿one zwiêkszonym oddzia³ywaniem wywo³anym
przez ujêcie Wise³ka, co w efekcie mo¿e prowadziæ do stop-
niowego zaniku wody w tym jeziorze.

Na figurze 9 przedstawione s¹ wyniki obliczeñ dotycz¹ce
wp³ywu dzia³ania 7 studni na rozk³ad ca³kowitej wysokoœci

ciœnienia H. Obszar o wymiarach ok. 950 × 610 m zosta³ po-
dzielony na 238 „czworok¹tnych” podobszarów Re z 271
wêz³ami. Nale¿y tutaj zaznaczyæ, ¿e za obszar „czworok¹t-
ny” uwa¿a siê tak¿e element trójk¹tny, w którym na jednym
z boków znajduj¹ siê 3 wêz³y. Za³o¿ono, ¿e warstwa wodo-
noœna jest izotropowa i jednorodna o wspó³czynniku prze-
wodnoœci hydraulicznej k = 10 m/d, st¹d T(H)= k�(H–z),
gdzie z – rzêdna sp¹gu warstwy. Sp¹g warstwy przepusz-
czalnej jest funkcj¹ x, a wiêc z xsp � . Warunki brzegowe

okreœlono nastêpuj¹co:
– typu Dirichleta, zadana wartoœæ H = f( x) na brzegu II–III,

H = 8,0 + 0,08�x [m],

gdzie:
x – wspó³rzêdna w uk³adzie (fig. 9),

– typu Neumanna, zadana wartoœæ � na brzegu:
• � = 0 dla segmentu brzegu I–II,
• � = 2,0 m3/d·m dla segmentu brzegu I–IV,
• � = 1,0 m3/d·m dla segmentu brzegu III–IV.

Ponadto za³o¿ono, ¿e ciek przep³ywaj¹cy przez obszar
(pogrubiona linia w kierunku zbli¿onym do osi y) zasila
wody gruntowe z natê¿eniem � = 0,5 m3/d·m, a ponadto ca³y
obszar zasilany jest przez opady atmosferyczne z natê¿e-
niem wynosz¹cym W = 0,003 m3/d·m2 = 3 mm/d.

Wspomniane studnie, o œrednicy d = 0,2 m, w modelu
odwzorowane by³y przez elementy kwadratowe o boku
a = 0,2 m (na fig. 9 kropki w bezpoœrednim rejonie zaciem-
nionym). Linie ci¹g³e na figurze 9 przedstawiaj¹ izolinie H
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Fig. 9. Izolinie ca³kowitej wysokoœci ciœnieñ H dla wydatku studni Q = 0 m3/d (linie ci¹g³e) i Q = 2000 m3/d (linie przerywane)

Isolines of the total hydraulic head H for well discharges Q = 0 (solid lines) and Q = 2000 m3/d (dashed lines)



dla nieczynnych studni (Q = 0 m3/d), natomiast linie przery-
wane – izolinie dla studni aktywnych (Q = 2000 m3/d).

Istot¹ dobrego sprecyzowania zagadnienia jest miêdzy
innymi okreœlenie wartoœci funkcji upustu W dla studni.
W omawianym przypadku wartoœæ W wyliczano z wzoru:

[10]
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gdzie:
Qi – wydatek i-tej studni, m3/d,
Fi – powierzchnia elementu odwzorowuj¹cego studniê, m2,
Wef – powierzchniowe zasilanie elementu, m/d.

Mo¿liwoœci programu HZPLASKI w jego obecnej wersji,
z wbudowanymi procedurami DRAWMESH i DRAWMAP,
przedstawione s¹ na figurze 10. Obliczenia przeprowadzono
dla siatki elementów skoñczonych o 515 elementach czwo-
rok¹tnych i 576 wêz³ach. Elementy te by³y w programie
dzielone na 4 trójk¹ty, jak na figurze 2.

Procedury graficzne w du¿ym stopniu powoduj¹, ¿e obli-
czenia staj¹ siê przyjazne dla u¿ytkownika programu. Pro-
gramy komercyjne z regu³y maj¹ takie mo¿liwoœci i to po-
woduje, ¿e s¹ bardziej atrakcyjne od programów autorskich,
takich jak na przyk³ad program HZPLASKI.

W dalszej czêœci przedstawiê te elementy, które powinny
byæ wziête pod uwagê przy wykorzystaniu takiego czy inne-
go programu obliczeniowego dla celów modelowania prog-
nostycznego.

OSZACOWANIE WARTOŒCI PARAMETRÓW
W MODELU

Oszacowanie wartoœci parametrów jest trudne i praco-
ch³onne. Prawie zawsze mamy niewystarczaj¹c¹ iloœæ infor-
macji, a tak¿e i w odniesieniu do takiej bazy danych koniecz-

na jest pewna selekcja poparta doœwiadczeniem i rozs¹d-
kiem. Pomimo systematycznego i uwa¿nego postêpowania
na etapie udoskonalania modelu wystêpuje potrzeba wpro-
wadzania dalszych korekt. Nale¿y zwróciæ uwagê na nastê-
puj¹ce zagadnienia (m.in. Rushton, 2003):

– szacowanie przewodnictwa wodnego i z testów pom-
powania. Dok³adnoœæ oszacowañ mo¿e byæ niejednoznaczna
wskutek ró¿nic, jakie mog¹ wystêpowaæ pomiêdzy aktual-
nymi warunkami polowymi a tymi, jakie poczyniono przy
analizie testów pompowañ, a tak¿e innych oszacowañ tere-
nowych. Nale¿y uwzglêdniæ tak¿e szczególne warunki, jakie
wystêpowa³y w s¹siedztwie otworu badawczego;

– zastosowanie odpowiedniej metody interpolacyjnej.
Nale¿y mieæ œwiadomoœæ, ¿e wynikowy rozk³ad np. przewod-
nictwa wodnego czy wspó³czynnika filtracji mo¿e byæ zani-
¿ony lub zawy¿ony w zale¿noœci od tego, które otwory, jeœli
chodzi o wydajnoœæ, dominuj¹ w dostêpnym zbiorze danych
pomiarowych;

– niezale¿nie od przyjêtej metody numerycznego roz-
wi¹zania (FDM – finite diferential method lub FEM – finite

elements method) z rozk³adu parametrów w ujêciu obszaro-
wym w kolejnych etapach nale¿y przejœæ do wyodrêbnienia
stref o tych samych parametrach. Dyskretyzacja obszaru ru-
chu musi uwzglêdniaæ nie tylko informacje hydrogeologicz-
ne, ale tak¿e zró¿nicowanie ze wzglêdu na u¿ytkowanie tere-
nu (uprawy, drzewa, place itp.), a tak¿e jego wykorzystanie
(pobór wody z ujêæ podziemnych). Kszta³t siatki obliczenio-
wej musi odwzorowywaæ geometriê cieków, zbiorników
wody, sieci kana³ów i rowów melioracyjnych itd.;

– sk³adowe pionowe przewodnoœci hydraulicznej s¹ trud-
ne do parametryzacji, st¹d te¿ stosuje siê empiryczne for-
mu³y na ekwiwalentne wartoœci (Rushton, 2003):

[11]
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Fig. 10. Obliczone izolinie ca³kowitej
wysokoœci ciœnienia H, których wartoœci
liczbowe s¹ oznaczone literami A, B,..., M
(program HZPLASKI)

Computed isolines of the total hydraulic
head H obtained with HZPLASKI numeri-
cal code (the values corresponding to spe-
cific letters are listed in the upper right
corner)
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dla przewodnoœci pionowej

Dla uk³adu dwuwarstwowego (fig. 11), sk³adaj¹cego siê
z piasku o k1 = 5,0 m/d i gliny o k2 = 0,001 m/d, pomiêdzy
a–b mi¹¿szoœæ piasku wynosi t1 =0,62 �z, a gliny t2 = (1– t1)
�z = 0,38 �z. Z pierwszej zale¿noœci otrzymamy kx = 3,1 m/d.
Natomiast dla c–d mi¹¿szoœæ gliny wynosi t1 =0,48 �z,
a piasku t2 = 0,52 �z. Z drugiej zale¿noœci otrzymamy kz =
0,00208 m/d;

– wystêpuj¹ce w zagadnieniach nieustalonych takie pa-
rametry, jak ods¹czalnoœæ �, pojemnoœæ sprê¿ysta Ss czy po-
jemnoœæ wodna S = � + Ss (wspó³czynnik zasobnoœci) rów-
nie¿ mog¹ nastrêczaæ trudnoœci przy ich szacowaniu; z tes-
tów pompowania otrzymuje siê zani¿on¹ wartoœæ S;

– w skomplikowanych, wielowarstwowych uk³adach wo-
donoœnych w pocz¹tkowym etapie parametryzacji pomocne
mo¿e byæ wyrysowanie przekrojów geologicznych i/lub roz-
k³adów w p³aszczyŸnie poziomej w du¿ej skali i na³o¿enie na
to siatki obliczeniowej, a tak¿e dokonanie wstêpnego (rêczne-
go) oszacowania wybranych parametrów. Mo¿e to byæ wa¿ne
równie¿ wtedy, gdy chcielibyœmy w dalszym etapie dokonaæ
„kontroli” wartoœci wygenerowanych przez procesory, w któ-
re mog¹ byæ wyposa¿one programy obliczeniowe;

– niektóre programy obliczeniowe mog¹ byæ wyposa-
¿one w graficzne interfejsy, które mog¹ byæ pomocne ju¿ na
etapie przygotowania danych wejœciowych do modelu; nie
zawsze jednak u¿ytkownik jest œwiadomy ograniczeñ wspom-
nianego interfejsu, st¹d wa¿na jest kontrola tego, co bêdzie
wykorzystywane w obliczeniach.

KALIBRACJA MODELU NUMERYCZNEGO

Po uruchomieniu obliczeñ najczêœciej napotkamy na wiele
niespodzianek. Najczêœciej dotyczy to ró¿nic pomiêdzy war-
toœciami wysokoœci po³o¿enia wody i wartoœciami natê¿enia

przep³ywu, wynikaj¹cymi z pomiarów i z obliczeñ. Niespo-
dzianki te s¹ zazwyczaj efektem b³êdów w przygotowaniu
danych wejœciowych zwi¹zanych z warunkami brzegowymi,
wartoœciami parametrów b¹dŸ z b³êdnymi wartoœciami
wspó³rzêdnych wêz³ów, opisem elementów (gdy jest wyko-
rzystywane FEM) itp.

Naiwnoœci¹ by³oby oczekiwanie pe³nej zgodnoœci wartoœ-
ci pomierzonych i obliczonych. Ró¿nice, jakie wyst¹pi¹, wy-
nikaj¹ z niedoskona³oœci odtworzenia natury w modelu.
Wp³yw na to ma np. niekompletnoœæ lub niedok³adnoœæ in-
formacji z terenu, co mo¿e wynikaæ z ograniczonej dok³ad-
noœci przyjêtej metody pomiarowej, s³abej reprezentacji prze-
strzennej, niskiej czêstotliwoœci odczytów terenowych itp.
Ró¿nice, o których mowa, mog¹ równie¿ wynikaæ z ograni-
czeñ modelu matematycznego, spowodowanych poczynio-
nymi za³o¿eniami odnoœnie mechanizmu przep³ywu, realiza-
cj¹ warunków brzegowych i wartoœciami parametrów. Musi-
my zatem model poddaæ kalibracji lub udoskonaleniu (np.
Rushton, 2003).

Na tym etapie dokonuje siê fizycznie uzasadnionych mo-
dyfikacji procesu przep³ywu, parametrów warstw grunto-
wych, wartoœci dop³ywów i odp³ywów. Wspomniane udos-
konalanie modelu ma za zadanie uzyskanie zadowalaj¹cych
relacji ca³kowitej wysokoœci ciœnienia i przep³ywów pomiê-
dzy wartoœciami terenowymi i obliczonymi dla wybranych
lokalizacji w obszarze przep³ywu.

W literaturze znane s¹ metody polepszania modelu, takie
jak:

– metoda kolejnych przybli¿eñ (successive corrections

method),
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Tabela 1

Modyfikacja warunków brzegowych i parametrów
w analizie wra¿liwoœci (wg Rushtona, 2003)

Modification of the boundary conditions and soil parameters for
the purposes of sensitivity analysis (after Rushton, 2003)

Opis Proponowana modyfikacja

Zasilanie opady, wskaŸniki roœlinne itp. – zmiany ±5%

Przewodnoœæ koryta
cieku1) 0,5 Co �C �2 Co , gdzie Co – wartoœæ oszacowana

Warunki brzegowe
zmiana dop³ywów na brzegu
lub wspó³czynników o ±30%

Pojemnoœæ wodna zmiana o ±50%

kz
zwiêkszenie lub obni¿enie wartoœci o pó³ rzêdu
wielkoœci

kx zmiana o ±20%

1) przewodnoœæ koryta cieku C wystêpuje w zale¿noœci na dop³yw wody
z wód gruntowych do cieku lub vice versa, np. Qc = C [H – (Hr+ �)]
(m.in. Cello, Rodriguez, 2002): gdzie: Hr – poziom wody w cieku, [m], �

– poziom dna cieku, [m], H – ca³kowita wysokoœæ ciœnienia wody grun-
towej – [m], Qc – [m2/d], C – [m2/d/m])

Fig. 11. Dwuwarstwowy uk³ad gruntów z naniesion¹ siatk¹
FDM (wg Rushtona, 2003)

A two-layer soil system with overlaid FDM numerical grid
(after Rushton, 2003)



– metoda tzw. nudgingu (nudging method zwana te¿ New-

tionan relaxation),

– metoda optymalnej interpolacji (optimal interpolation

method).
Wspomniane metody s¹ stosowane g³ównie w symula-

cjach prognostycznych.
W metodzie nudgingu do równania podstawowego wpro-

wadza siê dodatkowy cz³on w celu relaksacji ró¿nic pomiê-
dzy wartoœciami obliczanymi i pomierzonymi.

W niektórych oprogramowaniach (np. GSM) wystêpuje
mo¿liwoœæ automatycznej kalibracji modelu. Istot¹ tutaj jest
okreœlenie danych pomiarowych, wzglêdem których bêd¹
poprawiane wielkoœci z obliczeñ. Okreœliæ nale¿y tak¿e pa-
rametry wejœciowe, które bêd¹ poprawiane w tzw. modelu
odwrotnym. Symulacje powtarza siê a¿ do uzyskania dobre-
go dopasowania wartoœci obliczonych i pomierzonych.

ANALIZA WRA¯LIWOŒCI MODELU

Ka¿dy model numeryczny, kiedy ju¿ daje zadowalaj¹ce
rezultaty, powinien byæ poddany analizie wra¿liwoœci. Wy-
nika to st¹d, ¿e wiele mechanizmów i parametrów wprowa-
dzonych do modelu zosta³o oszacowanych z regu³y z lep-
szym lub gorszym przybli¿eniem. Ta czynnoœæ jest tym bar-
dziej konieczna, jeœli model ma s³u¿yæ równie¿ do celów
prognostycznych. Istot¹ analizy jest poznanie wp³ywu zmian
wybranych parametrów lub wartoœci warunków brzegowych
na dane wyjœciowe (output).

W jakim zakresie powinny byæ dokonana modyfikacja na
etapie analizy wra¿liwoœci? Mo¿na w tym miejscu skorzy-
staæ z propozycji Rushtona (2003) – tabela 1.

SYMULACJE PROGNOSTYCZNE

Modele przep³ywu wód gruntowych s¹ zazwyczaj wyko-
rzystywane dwojako. Po pierwsze, aby lepiej zrozumieæ ana-
lizowany system wód podziemnych, po drugie, wynika to
z potrzeb prognostycznych, a wiêc znajomoœci zachowania
siê tego systemu w przypadku wyst¹pienia innych warun-
ków zewnêtrznych, spowodowanych np. zmianami klima-
tycznymi lub wywo³anych zamierzon¹ lub niezamierzon¹
dzia³alnoœci¹ cz³owieka.

O jakoœci prognozy bêdzie decydowaæ wiarygodnoœæ ska-
librowanego przez nas modelu, a tak¿e wiarygodnoœæ osza-
cowañ wielkoœci wynikaj¹cych z przysz³ych oddzia³ywañ
hydrologicznych.

Byæ mo¿e modele deterministyczne, które dzisiaj domi-
nuj¹ w hydrogeologii, bêd¹ musia³y byæ formu³owane w ujê-
ciu stochastycznym. Istota modeli stochastycznych wynika
z za³o¿enia losowoœci parametrów oraz losowoœci prze-
strzennego rozk³adu tych parametrów w poszczególnych
strefach. Randomizacjê parametrów najczêœciej wykonuje
siê za pomoc¹ metody Monte Carlo, natomiast dla randomi-
zacji przestrzennej wykorzystuje siê metody liniowej oraz
nieliniowej geostatystyki (np. symulacjê warunkow¹).

Moim zdaniem, w przysz³oœci dominowaæ bêd¹ modele
przep³ywu wody w gruntach, w których nie bêdzie podzia³u
na strefê nasycon¹ i nienasycon¹. Jedyny podzia³ bêdzie wy-
nika³ z geometrii obszaru ruchu, uk³adu warstw gruntowych
i ich parametrów hydraulicznych itp. Podzia³ na strefy nasy-
cenia bêdzie procesem wtórnym i bêdzie wynika³ jedynie
z rozk³adu potencja³u ciœnieniowego wody w obszarze. Dla
takiego podejœcia podstawowym opisem matematycznym dla
ruchu wody bêdzie równanie Richardsa (1931).

PODSUMOWANIE

Z przedstawionych rozwa¿añ wynika, ¿e dobre i dok³ad-
ne rozpoznanie geologiczne w obszarze, dla którego s¹ pro-
wadzone symulacje ruchu wody w gruncie, jest spraw¹ pod-
stawow¹. Jeœli takie rozpoznanie bêdzie nieodpowiednie,
wówczas nawet najlepszy program obliczeniowy (np. 3D
FEM) nie wp³ynie na jakoœæ i wiarygodnoœæ wyników obli-
czeñ. Kolejnym istotnym elementem, który musi byæ staran-
nie i z du¿ym wyczuciem spe³niony, to:

– w³aœciwe oszacowanie parametrów,
– kalibracja modelu,
– analiza wra¿liwoœci modelu na wybrane parametry

i wartoœci warunków brzegowych.

Od tego, w jakim zakresie zostan¹ przeprowadzone te
dzia³ania, zale¿eæ bêdzie jakoœæ prognozy uzyskanej na pod-
stawie zastosowanego modelu numerycznego.
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SUMMARY

One of the most important problems related to large-scale
models of groundwater flow comes from the limited number
of geological, hydrogeological and environmental data. It
should be noted that in most cases the available data allows
us to represent the variability of parameters only in 1D (one
dimension) or 2D, the full 3D information being exceptional.
Such data serves as the input for the groundwater flow mo-
del, which can be based on one of the three possible approa-
ches: fully 3D, quasi-3D or 2D (i.e. horizontal flow in x–y

plane with a detailed representation of the variability of soil
parameters in the vertical direction z). The latter approach

has been implemented in the numerical code HZPLASKI,
developed by the author. The code is described in the paper
and numerical examples are provided. It has been shown that
the reliability of the numerical simulation depends directly
on the reliability of the data. Thus, the paper discusses in
more detail the issues of parameter estimation, model cali-
bration and sensitivity analysis which are essential for ma-
thematical modelling of groundwater flow and should be ta-
ken into account when the model is used for predictive pur-
poses.
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