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MODELOWANIE PRZEP£YWU WODY W UTWORACH O PODWÓJNEJ POROWATOŒCI

MODELLING OF WATER FLOW IN DOUBLE-POROSITY MEDIA

ADAM SZYMKIEWICZ1

Abstrakt. Wystêpuj¹ce w naturze grunty i ska³y czêsto charakteryzuj¹ siê obecnoœci¹ dwóch systemów porów o odmiennych w³aœciwoœ-
ciach filtracyjnych. Przyk³adem mog¹ byæ zarówno utwory, w których obok pierwotnej mikroporowatoœci wykszta³ci³a siê sieæ po³¹czonych
spêkañ, szczelin lub makroporów, jak te¿ utwory zawieraj¹ce soczewki, inkluzje b¹dŸ przewarstwienia o przewodnoœci znacz¹co odbie-
gaj¹cej od materia³u podstawowego. Ze wzglêdu na du¿¹ ró¿nicê charakterystycznego czasu filtracji w systemach mikro- i makroporów sy-
mulacja przep³ywu w utworach o podwójnej porowatoœci wymaga u¿ycia specjalnych modeli matematycznych. Ich istot¹ jest odrêbny opis
przep³ywu w ka¿dym z dwóch systemów przewodz¹cych. W artykule przedstawiono podstawowe modele przep³ywu w oœrodkach o podwój-
nej porowatoœci i zachodz¹ce miêdzy nimi relacje. Szczególn¹ uwagê poœwiêcono modelom otrzymanym metod¹ homogenizacji.

S³owa kluczowe: oœrodki niejednorodne, oœrodki o podwójnej porowatoœci, porowatoœæ wtórna, ska³y szczelinowe, modelowanie matema-
tyczne, homogenizacja.

Abstract. Natural soils and rocks often contain two porous systems having different physical properties. The double-porosity structure is
related either to the development of a network of secondary porosity (fractures, fissures or macropores) in a microporous matrix or to the presence
of lenses or inclusions with the hydraulic conductivity very different from the background material. Since the characteristic time of flow in
the two pore systems differs considerably, special models are required for double-porosity media. Such models describe separately the flow in
each of the two pore systems. This paper presents the most common double-porosity models and discusses the relationship between them.
Special attention is paid to the models obtained by the method of homogenization.

Key words: heterogeneous media, double-porosity media, secondary porosity, fractured rocks, mathematical modelling, homogenization.

WSTÊP

Przep³yw wody w oœrodku porowatym mo¿na opisaæ
równaniem ró¿niczkowym cz¹stkowym o ogólnej postaci
(np. Zaradny, 1990):
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w którym wspó³czynnik pojemnoœci C i wspó³czynnik fil-
tracji K zdefiniowane s¹ nastêpuj¹co:
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gdzie:
h – wysokoœæ ciœnienia, [m]

� (h) – wilgotnoœæ objêtoœciowa, [–]
s – wspó³czynnik pojemnoœci sprê¿ystej zwi¹zany ze

œciœliwoœci¹ wody i szkieletu gruntowego, [m–1]
n – porowatoœæ, [–]
KS – wspó³czynnik filtracji w stanie nasyconym, [m·s–1]
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KR(h) – wzglêdny wspó³czynnik filtracji w warunkach
niepe³nego nasycenia, [–]

t – czas, [s]
x3 – wspó³rzêdna pionowa, [m].

Równanie [1] ma charakter ogólny i mo¿na je zastoso-
waæ do opisu przep³ywu zarówno w strefie nasyconej, jak
i nienasyconej. W strefie nasyconej �(h) = n i KR(h) = 1, za-
tem C = s = const i K = KS = const. W warunkach niepe³nego
nasycenia wspó³czynniki C i K s¹ zale¿ne od wysokoœci ciœ-
nienia.

Jednym z najistotniejszych problemów zwi¹zanych z mo-
delowaniem filtracji jest uwzglêdnienie niejednorodnoœci
utworów geologicznych. Szczególnym przypadkiem oœrod-
ków niejednorodnych s¹ utwory o podwójnej porowatoœci.
Nazw¹ t¹ obejmuje siê oœrodki charakteryzuj¹ce siê obecnoœ-
ci¹ dwóch systemów porowatych o ró¿nych w³aœciwoœciach
hydraulicznych (fig. 1). Typowymi przyk³adami s¹ ska³y
spêkane lub grunty z makroporami, w których na skutek ró¿-
nego rodzaju procesów fizycznych, chemicznych i biolo-
gicznych wykszta³ci³a siê porowatoœæ wtórna tworz¹ca sieæ
uprzywilejowanych dróg filtracji. Do grupy utworów o po-

dwójnej porowatoœci zalicza siê te¿ grunty i ska³y zawie-
raj¹ce soczewki, inkluzje lub przewarstwienia zbudowane
z materia³u porowatego o charakterystyce znacz¹co ró¿nej
od materia³u podstawowego. Cech¹ tego typu oœrodków jest
mo¿liwoœæ wyró¿nienia poœredniej skali przestrzennej (skala
lokalna lub mezoskopowa), znacznie wiêkszej od skali poje-
dynczych porów (skala mikroskopowa), a znacznie mniej-
szej od rozmiaru modelowanego obszaru (skala makrosko-
powa). Charakterystyczny wymiar tej skali jest zwi¹zany
z lokaln¹ zmiennoœci¹ parametrów oœrodka (np. rozstaw
szczelin, rozmiar soczewki). Uwzglêdnienie takich niejed-
norodnoœci w sposób jawny na siatce numerycznej jest bar-
dzo trudne, a czêsto wrêcz niemo¿liwe. W praktyce koniecz-
ne jest zatem pos³ugiwanie siê modelami opisuj¹cymi zjawi-
sko przep³ywu w skali makroskopowej. Podstawowe ich ro-
dzaje zostan¹ omówione w dalszej czêœci artyku³u. Dla uprosz-
czenia dwa systemy porów bêd¹ okreœlane jako „mikropory”
i „makropory”, pamiêtaj¹c, ¿e pojêcie makroporów jest
umowne i obejmuje równie¿ np. szczeliny w masywie skal-
nym lub dobrze przewodz¹ce pory w piasku zawieraj¹cym
soczewki gliny.
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Fig. 1. Klasyfikacja modeli opisuj¹cych przep³yw w oœrodku o podwójnej porowatoœci: a – makroskopowy obszar modelowania,
b – model „pojedynczego kontinuum”, c, d – modele „podwójnego kontinuum”, e, f – modele MINC, g, h – modele otrzymane

metod¹ homogenizacji

Classification of the models for flow in double-porosity media: a – macroscopic modelling domain, b – “single continuum” model,
c, d – “dual continuum” models, e, f – MINC models, g, h – models obtained by homogenization



MODELE „POJEDYNCZEGO KONTINUUM”

Najbardziej intuicyjnym podejœciem do modelowania
przep³ywu w niejednorodnym oœrodku porowatym wydaje
siê wprowadzenie do równania [1] uœrednionych wspó³czyn-
ników pojemnoœci i przewodnoœci. Wynika to z przyjêcia
za³o¿enia, ¿e niejednorodny oœrodek porowaty mo¿na za-
st¹piæ oœrodkiem równowa¿nym (ang. equivalent continu-

um) o parametrach uœrednionych (fig. 1b). Taki model zosta³
zaproponowany m.in. w pracy Petersa i Klavettera (1988).
Równanie makroskopowe ma postaæ:
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gdzie indeksy 1 i 2 odnosz¹ siê odpowiednio do systemu
dobrze przewodz¹cego (makropory) i s³abo przewodz¹cego
(mikropory), a f1 i f2 oznaczaj¹ udzia³ obu materia³ów w ogól-
nej objêtoœci oœrodka.

Efektywne wspó³czynniki pojemnoœci i filtracji s¹ zdefi-
niowane jako œrednie wa¿one wspó³czynników lokalnych.
Równanie [3] ma jednak ograniczone zastosowanie dla oœrod-
ków o podwójnej porowatoœci. Du¿a ró¿nica przewodnoœci
miêdzy systemem makroporów i mikroporów przek³ada siê
bowiem na du¿¹ ró¿nicê w czasie reakcji obu systemów na
zmianê warunków brzegowych. Charakterystyczny „dwu-
sk³adnikowy” charakter odpowiedzi oœrodka o podwójnej
porowatoœci na wymuszenie zewnêtrzne nie mo¿e byæ od-
wzorowany za pomoc¹ modelu z parametrami uœrednionymi.

MODELE „PODWÓJNEGO KONTINUUM”

Modele te zak³adaj¹, ¿e w skali makroskopowej oœro-
dek o podwójnej porowatoœci mo¿na przedstawiæ jako dwa
na³o¿one na siebie kontinua, z których jedno reprezentuje
system makroporów, a drugie mikroporów (np. Barenblatt i
in., 1960; Warren, Root, 1963). Ka¿dy system charaktery-
zuje siê swoim w³asnym zestawem parametrów (porowa-
toœæ, wspó³czynniki przewodnoœci i pojemnoœci). W konse-
kwencji ka¿demu punktowi modelowanego obszaru odpo-
wiadaj¹ dwie wartoœci potencja³u hydraulicznego (odpowied-
nio dla makro- i mikroporów), a przep³yw opisany jest dwo-
ma sprzê¿onymi równaniami. W najbardziej ogólnym przy-
padku model „podwójnego kontinuum” ma postaæ (Baren-
blatt i in., 1960):
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gdzie Q [s–1] jest cz³onem okreœlaj¹cym natê¿enie wymiany
wody miêdzy systemami mikro- i makroporów, w przelicze-
niu na jednostkê objêtoœci oœrodka. Na ogó³ cz³on Q wyra¿a
siê formu³¹ pierwszego rzêdu (Warren, Root, 1963; Gerke,
van Genuchten, 1993) lub drugiego rzêdu (Zimmerman i in.,
1996):
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gdzie:
Ka – przewodnoœæ na granicy materia³u mikro- i makro-

porowatego, [m·s–1]

� – wspó³czynnik zale¿ny od kszta³tu bloków mikropo-
rowatych, [–]

� – charakterystyczny wymiar bloku, [m]

� – wspó³czynnik korekcyjny (� = 0,4 dla infiltracji
w strefie nienasyconej, � = 1 w pozosta³ych przypad-
kach), [–]

h2,i – pocz¹tkowa wartoœæ wysokoœci ciœnienia w blokach
mikroporowatych, [m].

W przypadku gdy bloki mikroporowate s¹ rozdzielone
b¹dŸ tylko s³abo po³¹czone, przep³yw w skali makroskopo-
wej odbywa siê poprzez sieæ szczelin (makroporów), a bloki
dzia³aj¹ jak Ÿród³o b¹dŸ upust, pobieraj¹c lub oddaj¹c wodê
do systemu szczelin. W takiej sytuacji równanie [4b] uprasz-
cza siê do postaci (Warren, Root, 1963):
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Aby odró¿niæ modele, w których uwzglêdnia siê makro-
skopowy przep³yw w mikroporach (równania [4a] i [4b],
fig. 1d), od modeli, w których bloki dzia³aj¹ wy³¹cznie jako
Ÿród³o, te pierwsze czêsto okreœla siê mianem „modeli po-
dwójnej przewodnoœci” (ang. double permeability models),
natomiast okreœlenie „modele podwójnej porowatoœci” (ang.
double porosity models) rezerwuje siê dla przypadku drugie-
go (równania [4a] i [6], fig. 1c).

Inne za³o¿enie, czêsto stosowane w przypadku ska³ spê-
kanych, dotyczy ma³ej pojemnoœci szczelin w stosunku do
matrycy mikroporowatej. Równanie [4a] opisuj¹ce przep³yw
w szczelinach przybiera wówczas postaæ:

[7]� �� ��� 	 � � � 
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Natomiast przep³yw w matrycy mikroporowatej mo¿e
byæ w takim przypadku opisany równaniem [4b] lub [6].

Modelowanie przep³ywu wody w utworach o podwójnej porowatoœci 253



MODEL MINC

W celu zwiêkszenia dok³adnoœci modelowania mo¿na
uwzglêdniæ lokaln¹ zmiennoœæ potencja³u w poszczególnych
blokach mikroporowatych. Taka jest idea modelu zapropo-
nowanego przez Pruessa i Narasimhana (1985) pod nazw¹
MINC (skrót od ang. Multiple Interacting Continua). W mo-
delu tym ka¿demu punktowi obszaru makroskopowego
x rzyporz¹dkowany jest reprezentatywny blok mikroporo-
waty. Zak³ada siê, ¿e wewn¹trz bloku ciœnienie zmienia siê
przede wszystkim w funkcji odleg³oœci od najbli¿szej szcze-
liny, zaœ ciœnienie w systemie szczelin otaczaj¹cych blok
zmienia siê na tyle szybko, ¿e mo¿na przyj¹æ tak¹ sam¹ jego
wartoœæ wokó³ ca³ego bloku. Przep³yw ma zatem charakter
quasi-radialny i mo¿e byæ opisany równaniem:
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gdzie:
h’2 – lokalna (zmienna) wartoœæ potencja³u wewn¹trz

bloku,
r – odleg³oœæ od najbli¿szej szczeliny,
S(r) – powierzchnia obejmuj¹ca punkty po³o¿one w tej

samej odleg³oœci od powierzchni zewnêtrznej bloku.

Dla celów obliczeniowych bloki dzielone s¹ na pewn¹
liczbê koncentrycznych pow³ok (fig. 1e), a równanie [8]
dyskretyzuje siê zgodnie z za³o¿eniami metody objêtoœci
skoñczonych. Metoda ta wymaga stosunkowo du¿ej liczby
wêz³ów, co wynika z potrzeby dwupoziomowej dyskretyza-
cji (lokalnej i globalnej). Metodê MINC mo¿na równie¿ za-
adaptowaæ do przypadku z ci¹g³¹ matryc¹ mikroporowat¹,
wprowadzaj¹c po³¹czenie miêdzy niektórymi lub wszystki-
mi pow³okami s¹siaduj¹cych bloków (fig. 1f).

MODELE OTRZYMANE METOD¥ HOMOGENIZACJI

Przedstawione powy¿ej modele okreœla siê czêsto w lite-
raturze mianem modeli fenomenologicznych, gdy¿ w ka¿-
dym z nich przyjêto pewne aprioryczne za³o¿enia dotycz¹ce
formy równañ opisuj¹cych przep³yw. Alternatywnym podejœ-
ciem do problemu jest wyprowadzenie modelu bezpoœrednio
z równañ opisuj¹cych przep³yw w skali lokalnej. Mo¿na
w tym celu u¿yæ np. metody homogenizacji asymptotycznej.
Jej zalet¹, obok formalnej poprawnoœci matematycznej, jest
mo¿liwoœæ precyzyjnego okreœlenia zwi¹zku miêdzy równa-
niami opisuj¹cymi przep³yw w ró¿nych skalach oraz zakresu
stosowalnoœci otrzymanego modelu. Modele przep³ywu na-
syconego i nienasyconego w oœrodkach o podwójnej poro-
watoœci otrzymane metod¹ homogenizacji przedstawiono
m.in. w pracach Douglas i Arbogast (1990) oraz Lewandow-
ska i in. (2004). W procesie homogenizacji wprowadza siê
szereg za³o¿eñ, z których najwa¿niejszymi s¹: (i) istnienie
elementu reprezentatywnego (oznaczonego przez �, fig. 1g),
zawieraj¹cego izolowane bloki mikroporowate (�2) rozdzie-
lone systemem szczelin (�1); (ii) rozdzielnoœæ skal obserwa-
cji, wyra¿aj¹ca siê warunkiem � = l / L << 1; (iii) ma³a rola si³
grawitacji w skali lokalnej. Szczególne znaczenie ma za³o¿e-
nie dotycz¹ce skali czasowej opisywanego zjawiska. Prze-
p³yw wody gruntowej ma charakter procesu dyfuzyjnego
(wspó³czynnik dyfuzji D = K / C), a zatem czas przep³ywu
(reakcji systemu na wymuszenie brzegowe) jest proporcjo-
nalny do kwadratu d³ugoœci rozpatrywanego obszaru i od-
wrotnie proporcjonalny do wspó³czynnika przewodnoœci.
Mo¿na wykazaæ (np. Lewandowska i in., 2004), ¿e zjawiska
charakterystyczne dla utworów o podwójnej porowatoœci
(„pamiêæ oœrodka”) wystêpuj¹ wtedy, gdy czas przep³ywu
w szczelinach w skali globalnej jest tego samego rzêdu co
czas przep³ywu w pojedynczym bloku mikroporowatym,
L2 C1 / K1 � l2 C2 / K2. St¹d wynika relacja miêdzy wspó³czyn-
nikami dyfuzji obu systemów D2 / D1 = (K2C1) / (K1C2) � �

2.

Dla tak sformu³owanych za³o¿eñ przep³yw w systemie szcze-
lin w skali makroskopowej jest opisany równaniem:
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gdzie Keff jest efektywnym wspó³czynnikiem filtracji syste-
mu szczelin (w ogólnym przypadku wielkoœæ tensorowa),
zdefiniowanym nastêpuj¹co:
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gdzie x’ jest lokaln¹ zmienn¹ przestrzenn¹, a � – funkcj¹
wektorow¹, któr¹ wyznacza siê rozwi¹zuj¹c tzw. lokalny
problem brzegowy dla obszaru pojedynczego elementu re-
prezentatywnego:
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gdzie n jest wektorem jednostkowym prostopad³ym do �	

W celu obliczenia wartoœci cz³onu Q nale¿y rozpatrzeæ
przep³yw w pojedynczym bloku po³o¿onym w punkcie x ob-
szaru rozwi¹zania. Natê¿enie wymiany wody dane jest
ca³k¹:
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Wyznaczenie wartoœci ca³ki wymaga znajomoœci lokal-
nego rozk³adu potencja³u w bloku h’2(x’, x, t), opisanego
równaniem:
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przy czym na brzegu � zak³ada siê ci¹g³oœæ potencja³u:
h’2(x’,x, t) = h1(x, t).

Numeryczna implementacja modelu jest z³o¿ona, gdy¿
wymaga dwupoziomowej dyskretyzacji przestrzennej (po-
dobnie jak w modelu MINC), przy czym siatka dla lokalne-
go przep³ywu w blokach jest w ogólnym przypadku trójwy-
miarowa.

W przypadku gdy stosunek dyfuzyjnoœci obu systemów
spe³nia warunek D2/D1 � �

0 >> �
2 (ma³e ró¿nice przewodnoœ-

ci), przep³yw jest opisany pojedynczym równaniem analo-
gicznym do równania [3], z tym ¿e przewodnoœæ efektywna
jest funkcj¹ K1, K2 i geometrii lokalnej, zdefiniowan¹ po-
przez odrêbny lokalny problem brzegowy (Lewandowska,
Laurent, 2001). Równanie takie obowi¹zuje równie¿ dla
oœrodka zawieraj¹cego izolowane makropory b¹dŸ szczeliny
w ci¹g³ej matrycy mikroporowatej (Lewandowska i in., 2005).
W przypadku przep³ywu w strefie nienasyconej istotne zna-
czenie ma zmiennoœæ wartoœci wspó³czynników przewodnoœ-
ci i pojemnoœci (a co za tym idzie tak¿e ich wzajemnego sto-
sunku) w funkcji potencja³u. Problem ten zosta³ uwzglêdnio-
ny w uogólnionym modelu zaproponowanym w pracy Szym-
kiewicza i Lewandowskiej (2006).

DYSKUSJA

OGÓLNA POSTAÆ MODELI

Modele fenomenologiczne w postaci równañ [4a] i [6]
oraz model MINC mo¿na uznaæ za uproszczone formy mo-
delu otrzymanego metod¹ homogenizacji. Ró¿ni¹ siê one
brakiem definicji efektywnego wspó³czynnika filtracji (co
szerzej omówiono dalej) oraz zastosowaniem ró¿nego typu
aproksymacji cz³onu wymiany. Mo¿na zauwa¿yæ, ¿e dla
bloków mikroporowatych o kszta³cie kuli lub ko³a równanie
[13] mo¿na przekszta³ciæ do problemu jednowymiarowego
we wspó³rzêdnych radialnych, formalnie równowa¿nego rów-
naniu [8] metody MINC. Z kolei zastêpuj¹c lokalnie zmienn¹
wartoœæ ciœnienia h’2(x’,x) wartoœci¹ uœrednion¹ h2(x) mo-
¿emy otrzymaæ formu³y [5a] i [5b]. Bior¹c pod uwagê, ¿e dla
danego bloku mikroporowatego gradient potencja³u na brze-
gu ~ (h1-h2)/�, objêtoœæ bloku ~ �3, a jego powierzchnia zew-
nêtrzna ~ �2, wzór [5a] mo¿na traktowaæ jako zgrubne osza-
cowanie ca³ki po � wystêpuj¹cej we wzorze [12]. Z kolei
wzór [5b] opiera siê na wykorzystaniu przybli¿onego roz-
wi¹zania analitycznego równania [8] dla bloku o kszta³cie
kulistym (Zimmerman i in., 1996).

Ró¿nice miêdzy poszczególnymi sposobami obliczania
cz³onu Ÿród³owego mo¿na zilustrowaæ rozpatruj¹c przep³yw
w bloku dwuwymiarowym o kszta³cie prostok¹ta, o wymia-
rach 0,1 na 0,3 m w warunkach pe³nego i czêœciowego nasy-
cenia. W pierwszym przypadku przyjêto sta³¹ pocz¹tkow¹
wartoœæ potencja³u h0 = 10 m, potencja³ wymuszony na brze-
gu hb = 12 m oraz K / C = const = 4,5
10–3 m/h. Dla przypad-
ku nienasyconego przyjêto h0 = –10 m, hb = –0,01 m, zaœ za-
le¿noœci K(h) i C(h) dane s¹ funkcjami van Genuchtena (van
Genuchten, 1980) z parametrami �R = 0,067, �S = 0,45, � =
2,0 m–1, nv = 1,81 i KS = 4,5
10–3 m/h. Dla tak sformu³owa-
nych warunków obliczono wartoœæ cz³onu Q (natê¿enie in-
filtracji w przeliczeniu na jednostkæ objætoúci bloku) cztere-

ma metodami: (i) rozwiàzujàc peùne zagadnienie dwuwy-

miarowe (metoda objætoúci skoñczonych, ze wzglædu na sy-

metriæ obszar rozwiàzania ograniczono do ¼ bloku, siatka

jednorodna 120 na 40 komórek); (ii) rozwiàzujàc zagadnie-

nie jednowymiarowe metod¹ MINC (podzia³ bloku na 10
koncentrycznych pow³ok); (iii) wg wzoru [5a]; (iv) wg
wzoru [5b]. Dla formu³ uproszczonych przyjêto wspó³czynnik
kszta³tu � = 5,54, wg Gerke i van Genuchten (1996). Zgod-
nie z propozycjami autorów wzorów [5a] i [5b] we wzorze

[5a] przyjêto � � � �� �K K h K ha 
 �
1

2
2 1 2 2 , a we wzorze [5b]

� �K K ha 
 2 1 . We wszystkich przypadkach stosowano krok
czasowy 
t = 10–4 h. Wyniki pokazano na figurach 2a
(przep³yw nasycony) i 2b (przep³yw nienasycony). Jak widaæ,
metoda MINC daje wyniki bardzo bliskie rozwi¹zaniu
pe³nego problemu dwuwymiarowego. Uproszczone formu³y
[5a] i [5b] s¹ mniej dok³adne, przy czym [5b] lepiej sobie ra-
dzi w pocz¹tkowej fazie infiltracji, zaœ [5a] w fazie koñcowej.

Analizê metod¹ homogenizacji mo¿na rozszerzyæ na przy-
padek utworów z ci¹g³¹ matryc¹ mikroporowat¹. Poniewa¿
obszary mikroporowatoœci odpowiadaj¹ce poszczególnym
punktom x s¹ ze sob¹ po³¹czone, równania [13] opisuj¹ce
przep³yw lokalny bêd¹ ze sob¹ sprzê¿one, a zatem rozwi¹za-
nie modelu „zhomogenizowanego” wymaga³oby podobnego
nak³adu pracy, co rozwi¹zanie dla oœrodka z pe³nym opisem
niejednorodnoœci.

OSZACOWANIE EFEKTYWNEGO WSPÓ£CZYNNIKA
FILTRACJI

Istotn¹ zalet¹ metody homogenizacji wydaje siê byæ
uwzglêdnienie w modelu makroskopowym definicji efek-
tywnego wspó³czynnika filtracji dla systemu makroporów.
W modelach fenomenologicznych zwykle przyjmuje siê
efektywn¹ przewodnoœæ równ¹ wa¿onej œredniej arytme-
tycznej lub te¿ pozostawia siê j¹ jako parametr do wyznacze-
nia w procesie kalibracji modelu. Z drugiej strony, oblicza-
nie przewodnoœci efektywnej oœrodka niejednorodnego dla
ró¿nych skal obserwacji (ang. permeability upscaling) jest
problemem szeroko opisywanym w literaturze hydrogeolo-
gicznej (np. Renard, de Marsilly, 1997), z tym ¿e zazwyczaj
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wi¹¿e siê z modelem „pojedynczego kontinuum” (równanie
[3]). Warto tutaj zauwa¿yæ, ¿e efektywn¹ przewodnoœæ czês-
to wyznacza siê na podstawie rozwi¹zania równania filtracji
ustalonej z periodycznymi warunkami brzegowymi, a zatem
w sposób analogiczny do metody homogenizacji.

Mo¿na te¿ wykazaæ, ¿e wa¿ona œrednia arytmetyczna
jest dok³adnym oszacowaniem efektywnego wspó³czynnika
filtracji jedynie w przypadku, gdy linie pr¹du w obu syste-
mach porowatych s¹ do siebie równoleg³e (np. uk³ad war-
stwowy). Dla ka¿dej innej geometrii (np. bloki mikroporo-
wate w formie prostopad³oœcianów, elipsoid itp.) przewod-
noœæ efektywna bêdzie mniejsza od œredniej arytmetycznej.
W celu zilustrowania tego efektu przeprowadzono oblicze-

nia wartoœci Keff wg wzorów [10] i [11] dla dwóch przyk³a-
dowych struktur oœrodka o podwójnej porowatoœci, pokaza-
nych na fig. 3, zak³adaj¹c ¿e K1 = 1, K2 = 10–4. Obliczenia
przeprowadzono dla wielu ró¿nych zawartoœci makroporów
(od 1 do 50%). Lokalny problem brzegowy rozwi¹zano me-
tod¹ objêtoœci skoñczonych na siatkach 800 na 800 i 1200 na
600 komórek, odpowiednio dla geometrii A i B. Jak widaæ,
wszystkie wartoœci Keff s¹ zdecydowanie ni¿sze od œredniej
arytmetycznej. W przypadku geometrii B widaæ te¿ wyraŸn¹
anizotropiê oœrodka, której nie mo¿na odzwierciedliæ sto-
suj¹c proste oszacowania wspó³czynnika efektywnego, oparte
jedynie na zawartoœci poszczególnych materia³ów.
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Fig. 2. Wartoœci cz³onu wymiany Q obliczone dla bloku prostok¹tnego;
a – przep³yw nasycony, b – przep³yw nienasycony

Water transfer intensity Q computed for a rectangular microporous block;
a – saturated flow, b – unsaturated flow

Fig. 3. Wartoœci efektywnego wspó³czynnika filtracji dla dwóch typów geometrii oœrodka o podwójnej porowatoœci

Effective permeability coefficients for two types of double-porosity structure



PODSUMOWANIE

Przep³yw w gruntach i ska³ach o podwójnej porowatoœci
mo¿e byæ opisany przy u¿yciu szeregu ró¿nych modeli o cha-
rakterze fenomenologicznym. Ich dok³adnoœæ i zakres stoso-
walnoœci mo¿na oceniæ na drodze teoretycznej, przez porów-
nanie z modelem otrzymanym metod¹ homogenizacji asymp-
totycznej. Wyniki homogenizacji wskazuj¹, ¿e w przypadku
przep³ywu nieustalonego w utworach charakteryzuj¹cych
siê du¿ym lokalnym kontrastem przewodnoœci z formalnego
punktu widzenia nie mo¿na rozdzieliæ lokalnego i makro-
skopowego pola potencja³u. Model „zhomogenizowany”

mo¿na uznaæ za rozszerzon¹ formê modelu MINC, uzu-
pe³nion¹ o definicjê makroskopowej przewodnoœci oœrodka.
Natomiast klasyczne modele „podwójnego kontinuum” na-
le¿y uznaæ za formy uproszczone, z za³o¿enia obarczone
b³êdem zwi¹zanym z uœrednieniem potencja³u w blokach
mikroporowatych. Z kolei model „pojedynczego kontinuum”
ma zastosowanie w przypadku ma³ej ró¿nicy przewodnoœci
miêdzy systemami makro- i mikroporów b¹dŸ w przypadku
przep³ywu ustalonego.
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SUMMARY

Groundwater flow in double-porosity soils and rocks can
be described by a variety of phenomenological models. Their
accuracy and domain of validity can be assessed theoretically
by comparison with the model obtained by asymptotic ho-
mogenization, which represents a mathematically rigorous
description of flow in a double-porosity medium. Homoge-
nization shows that for unsteady flow in media with high
local permeability contrast, it is impossible to decouple local
and macroscopic potential fields. The homogenized model

can be considered as an extension of the MINC model,
which additionally includes the definition of effective per-
meability. In contrast, the classical “dual continuum” models
should be regarded as simplified forms, with inherent error
related to the introduction of averaged potential in micropo-
rus blocks. Finally, the “equivalent continuum” approach is
suitable for media with small difference in permeability
between micropores and macropores, or for steady-state
flow.
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