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ZASTOSOWANIE PRZEKSZTALCENIA STALOOBJETO§CIOWEGO DO OCENY
ODNAWIALNOSCI ZASOBOW WOD PODZIEMNYCH WSCHODNIEJ
CZESCI POJEZIERZA POMORSKIEGO

APPLICATION OF THE CONSTANT VOLUME TRANSFORMATION TO THE ASSESSMENT
OF THE GROUNDWATER RESOURCES RENEWABILITY IN THE EASTERN PART
OF THE POMERANIAN LAKE DISTRICT

LECH SMIETANSKI

Abstrakt. Artykut przedstawia zastosowanie algorytmu przeksztatcenia statoobjgtosciowego do obliczenia rozktadu $redniej z wielo-
lecia infiltracji efektywnej, generujacej odptyw podziemny do rzek o znanej sredniej z wielolecia wartosci. U podstawy tego sposobu licze-
nia lezy zalozenie réwnosci pomigdzy tak rozumiang infiltracja a tym odptywem podziemnym dla danego obszaru bilansowego.
W prezentowanym przyktadzie dystrybucja infiltracji jest sterowana rozktadem litologii utworéow powierzchniowych oraz srednim rocznym
opadem, ktore maja w prezentowanej metodzie obliczeniowej sens funkcji wagowych. Przedstawiony wynik przyktadowych obliczen to
rozktad infiltracji efektywnej we wschodniej czgéci Pojezierza Pomorskiego. W granicach kazdego z siedemnastu obszaréw bilansowych
w tym regionie catkowita warto$¢ infiltracji efektywnej, o obliczonym rozktadzie, réwna jest wartosci oszacowanego uprzednio odptywu
podziemnego do rzek.

Stowa kluczowe: odnawialnos¢ zasobow, infiltracja efektywna, odptyw podziemny, przeksztalcenie statoobjgtosciowe, obszar bilansowy.

Abstract. The paper presents the constant volume transformation algorithm allowing to calculate the distribution of the long term mean
groundwater recharge which generates the groundwater runoff with the known long term mean value. The algorithm is based on the assump-
tion of the equality between this recharge and this groundwater runoff for the given budget area. In this case study the recharge is governed by
the distribution of the surface lithology and long term mean precipitation both having the status of weight functions. The outcome of the cal-
culations is the distribution of the recharge in the eastern part of the Pomeranian Lake District in Poland. Within the boundaries of each of
thel7 budget areas the total value of the recharge is equal to the groundwater runoff value assessed prior to the calculations.

Key words: resources renewability, groundwater recharge, groundwater runoff, constant volume transformation, budget area.

WSTEP

Ocena odnawialno$ci zasobow wod podziemnych jest naj- Autor utozsamia odnawialno$¢ zasobow wod pod-
wazniejszym elementem w procesie ich okreslania w skali re-  ziemnych ze $rednia z wielolecia infiltracja efektywna gene-
gionalnej przy uzyciu modelowania matematycznego i zaw-  rujaca rowny jej co do wartosci sredni z wielolecia odptyw
sze powinna poprzedza¢ budowe¢ modelu matematycznego podziemny do rzek. Tym samym $redni z wielolecia odptyw
przeptywu wod podziemnych w danym systemie ich krazenia.  podziemny do rzek, nazywany w dalszej czgsci artykutu
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odplywem podziemnym, jest wprost miara odnawialnosci
zasobow waod podziemnych.

Obszary o znanym odptywie podziemnym to zlewnie
rzek zamknigte posterunkiem wodowskazowym. Z zareje-
strowanego w okresie wieloletnim na danym posterunku
catego spektrum przeptywdw rzecznych wyodrgbniony
$redni niski przeplyw (SNQ) jest przyjmowany w literatu-
rze jako rowny odptywowi podziemnemu (Jokiel, 1994).
Zlewnie czastkowe duzych rzek, zlewnie rzek $redniej
wielkos$ci oraz grupy zlewni rzek matych, o znanym od-
plywie podziemnym, zostaty okreslone przez Regionalne
Zarzady Gospodarki Wodnej mianem obszaroéw bilanso-
wych. Oceng odnawialnosci zasobow wod podziemnych
autor przedstawia w granicach obszaréw bilansowych
wschodniej czesci Pojezierza Pomorskiego.

W procesie realizacji hydrogeologicznych badan mo-
delowych, w skali regionalnej, zasadnicze znaczenie ma pra-
widlowe zdefiniowanie warunkéw brzegowych modelu.
Dla modelu zasobowego najwazniejszym warunkiem brze-
gowym jest niewatpliwie infiltracja efektywna, rozumiana
w sensie wyzej przedstawionym, okre§lona zaréwno co do
calkowitej swej wartos$ci, jak i rozkladu przestrzennego. Dla
danego obszaru bilansowego calkowita wartosc tej infiltracji
jest przyjeta jako rowna wartosci odptywu podziemnego.
Do obliczenia rozktadu przestrzennego tej infiltracji autor
stosuje opracowany przez siebie algorytm przeksztalcenia
staloobjetosciowego (Smietanski, 2010).

DEFINICJA PRZEKSZTALCENIA STALOOBJ ETOSCIOWEGO

Niech zbior Q nalezacy do R? bedzie dziedzing nie-
ujemnej funkcji M (x, y), dla (x, y) € Q, i niech M (x, y)
nalezy do klasy funkcji calkowalnych na catym Q. Symbol
R? oznacza dwuwymiarowa przestrzen liczb rzeczywistych,
np. ptaszczyzng XY opisana rownaniem z = 0. Obrazem geo-
metrycznym funkcji M (x, y) jest pewna trojwymiarowa po-
wierzchnia w kartezjanskim uktadzie wspotrzgdnych XYZ.
Objetos¢ bryly ograniczonej od dotu przez Q a od gory przez
powierzchnig opisana rownaniem z = M (X, y) niech wynosi
V. Mamy wigc: V' :_[M(x, »)

Q

Niech nowa powierzchnia z = H (x, y), dla (x,y) € Q,
powstanie z transformacji powierzchni z = M (X, y) W wy-
niku dziatania pewnego przekszatcenia 7, czyli:

[1]
H(XaY) = T(Xa Y) ! M(Xa Y)

Objetos¢ V' ma by¢ niezmiennikiem tego przeksztatcenia,
tzn. objgtos¢ pod ,,stara powierzchnia” z = M (x, y) ma by¢
rowna objetosci pod ,,nowa powierzchnia” z = H (X, y).
W zwiazku z tym spelnione ma by¢ rownanie:

(2]

[ M@ p)=[ Hix )
Q Q

Niech F (x, y) bedzie réwniez pewna funkcja nie-
ujemna, okreslong i catkowalng na calym Q, a wigc na-
lezaca do tej samej klasy co M (X, y). Niech F' (x, y) petni
role funkcji sterujacej przeksztatceniem 7. Funkcja F (X, y)
jest ponadto iloczynem N funkcji W; (X, y) nalezacych do
tej samej klasy:

(3]

N
F,»)=]]W:(x,)

i=1

Funkcje W; (x, y) nazwane zostaly funkcjami wagowymi
przeksztatcenia T.

Postulowana formuta przeksztalcenia statoobjgtoscio-
wego to:

[4]
F(x,y)- [ M(x.y)

T(x,y)= <
[IF G, y)-M(x, )]
Q

Podstawiajac rownanie [4] do [1] otrzymujemy:

F(x,p) [ M(x, )

H(x,y)= S :
JLF (e, )-M(x, )]
Q

M(x,y)

Catkujac po zbiorze Q obie strony rownania [5], otrzymu-
jemy, rownanie [2], czyli objg¢to$é V jest niezmiennikiem
przeksztatcenia 7. Uwzgledniajac [3], otrzymujemy ogolna
posta¢ przeksztatcenia staloobjgtosciowego [6]:

[6]
N
hlm&mﬂjMuJ)

= 2 M(x,y)

jhimwa%me

ol i=l

H(x,y)=

=



Zastosowanie przeksztalcenia staloobjetosciowego do oceny odnawialnosci zasobow wod podziemnych... 229

ROZKEAD INFILTRACJI EFEKTYWNEJ W SWIETLE PRZEKSZTALCENIA
STALOOBJETOSCIOWEGO

Na przyktadzie wschodniej czgsci Pojezierza Pomors-
kiego (fig. 1) o powierzchni 23 752 kn’, autor przedstawia
wynik obliczen rozktadu infiltracji efektywnej przy uzyciu al-
gorytmu przeksztalcenia statloobjgtosciowego. Znajduje si¢ tu
17 obszaréw bilansowych, z ktorych 11 praktycznie catko-
wicie miesci si¢ w granicach analizowanego regionu. Po-
wierzchnie oraz wartosci wskaznika odptywu podziemnego
dla obszarow bilansowych przedstawia tabela 1.

Dla kazdego z tych obszarow znana jest warto$¢ od-
ptywu podziemnego (tab. 1). W przypadku, gdy jedynie
fragment obszaru bilansowego znajdowat si¢ w granicach

analizowanego regionu, odptyw podziemny z tego frag-
mentu oszacowano proporcjonalnie do jego udziatu w catko-
witej powierzchni obszaru bilansowego.

Do obliczenia rozktadu infiltracji efektywnej, w gra-
nicach danego obszaru bilansowego w analizowanym re-
gionie, zdefiniowane zostaty dwie funkcje wagowe Wi(X, y)
1 WH(X,y), czyli N = 2:

— funkcja W,(x, y) reprezentuje litologi¢ utwordw po-

wierzchniowych LIT, na podstawie Mapy Geologi-
cznej Polski 1:200 000, z warto$ciami wagowymi

symbole obszaréw
bilansowvch

symbols of budget
areas

S5

G18
P-XVI
P-XV
G6
G8

G9

G14
S4
P-XIV

G4

Fig. 1. Polozenie obszaréw bilansowych w analizowanym regionie (Herbich i in., 2003)

Location of the budget areas in the study region (Herbich et al., 2003)
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Tabela 1

Powierzchnie i warto$ci wskaznika odpltywu
podziemnego ¢, dla obszaréw bilansowych
w granicach analizowanego regionu

(Herbich i in., 2003)

Areas and groundwater runoff index values g, for the
budget areas in the study region (Herbich et al., 2003)

przypisanymi poszczegdlnym wydzieleniom (tab. 2;
fig. 2),
— funkcja W, (x, y) reprezentuje rozktad opadow $red-
nich rocznych P (fig. 3).
Definiujac dla danego obszaru bilansowego funkcje
M(X,y) = qqr, gdzie g, to wskaznik odplywu podziemnego
z tego obszaru, i podstawiajac W (x,y) = LIT(x, y) 1 W2 (X,

: : - y) = P (x, y) oraz nadajac funkcji H (X, y) fizyczny sens in-
Syr_nbol obszaru Pow1erzzchn1a Wartos¢ wsk.azmka filtracji efektywnej 7,, czyli H (x, y) = L. (x, y), formule [6]
bilansowego [km“] odptywu podziemnego . . . X .,
g [Us - km?] po odpowiednich przeksztalceniach mozna zapisaé w po-
= staci:
S5 2340,1 3,26 [7]
G 15 1642,6 3,38
I (x.) LIT(x, y)-P(x, y)
G 16 978,3 3,34 e\, V)= gr
(LIT(x, y)- P(x, y))

G17 1801,2 3,30
G 18 1531.,0 2,72 Wryrazenie (LIT(x, y) - P(X, y)) to $rednia warto$¢ iloczy-

PXVI 22101 331 nu funkcji LIT(x, y) 1 P(x, y) w granicach danego obszaru

bilansowego.

P-Xv 1523,7 1,95 Wydzielenia o numerach 5 i 9 sa takie same w sensie li-
Gé6 46272 2,95 tologicznym, rdéznia si¢ jednak lokalizacja osadow, dlatego
Gs 1927 Lss zostaly przypisane im rézne warto$ci wagowe. Tak samo jest

. . w przypadku wydzielen o numerach 7 i 8.
G9 2325.2 3,78 W roéwnaniu [7] warto$é funkcji LIT(x, y), przypisana

G11 573,9 281 danemu wydzieleniu litologicznemu, nalezy rozumie¢ jako
G12 1602.9 56l wzgledna zdolno$¢ infiltracyjna tego wydzielenia w sto-

: : sunku do wydzielen pozostatych. I tak w przedstawionym

G13 2524 0,93 przyktadzie (tab. 2) wydzieleniu o nazwie ,,ity, mutki i piaski
Gl4 1745,4 2,16 zastoiskowe” — wartos¢ wagowa LIT = 1, natomiast wy-
. 267 23 dzieleniu ,,glina zwatowa” przypisano warto$¢ wagowa LIT

- - =3. Oznacza to, ze infiltracja dla ,,gliny zwatowej” jest przy-
P-XIV 339,0 1,39 jeta jako trzy razy wigksza niz dla ,,itow, mulkow i piaskow
G4 40,2 1,74 zastoiskowych” przy tej samej wysokosci opadu.
Tabela 2
Wydzielenia litologiczne przedstawione na figurze 2
Lithological units shown in figure 2
Nr Opis wydzielenia Warto$¢ wagowa
wydzielenia przypisana wydzieleniu

1 piaski i zwiry wodnolodowcowe 10

2 glina zwatowa 3

3 piaski i zwiry akumulacji lodowcowej na glinie zwatowej 5

4 ity, mutki i piaski zastoiskowe 1

5 piaski eoliczne na wysoczyznach i na nizinie nadmorskiej 10

6 mady, torfy, namuty torfiaste i piaski w dolinach rzek 1

7 plejstocenskie piaski i zwiry rzeczne na wysoczyznach 10

i na nizinie nadmorskiej
8 plejstocenskie piaski i zwiry rzeczne w dolinach rzek 5
9 piaski eoliczne w dolinach rzecznych 5
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warto$ci wagowe
przypisane
wydzieleniom

weight values assigned
to lithological units

1 10.00
2 3.000
3 5.000
4 1.000
5 10.00
6 1.000
7 10.00
8 5.000
9 5.000

Fig. 2. Graficzna posta¢ funkcji wagowej LIT(x, y)

Wydzielenia litologiczne na podstawie Mapy Geologicznej Polski 1:200 000, uproszczone. Wydzielenie nr 10 to jeziora.

W tle granice obszaréw bilansowych

Graphic image of the weight function LIT(x, y)

Simplified surface lithology after the Geological map of Poland 1:200 000. Dark blue areas indicate lakes.

The budget areas boundaries in the background

W rownaniu [7] wysokos$¢ s$redniego rocznego opadu
P(x, y) ma takze sens warto$ci wagowe;j. Jesli wigc w jed-
nym punkcie danego obszaru bilansowego wysokos¢ ta wy-
nosi np. 530 mm, a w innym punkcie tego obszaru 600 mm,
to dla takich samych wydzielen litologicznych w obu tych
punktach proporcja pomigdzy infiltracja efektywna w punk-
cie pierwszym a infiltracja efektywna w punkcie drugim wy-
nosi 530 : 600.

Licznie wystgpujace w analizowanym regionie jeziora
zostaly potraktowane jako wydzielenie o warto$ci wagowej

LIT = 0, tym samym obliczona wartos$¢ infiltracji efektywnej
w granicach jezior wynosi zero.

W celu obliczenia rozktadu infiltracji efektywnej (X, y)
we wschodniej czgéci Pojezierza Pomorskiego obszar ten
zdyskretyzowano siatka kwadratowa o kroku 1 km, sktada-
jaca si¢ z 206 wierszy i 172 kolumn, co umozliwito utworze-
nie tablic wartosci funkcji wagowych LIT(x, y) i P(X, y).
Opracowany przez autora program wygenerowat dla kazde-
go obszaru bilansowego rozktad infiltracji efektywnej
wg formuty [7].
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Fig. 3. Graficzna postaé¢ funkcji wagowej P (X, y) reprezentujacej Srednie roczne opady w analizowanym
regionie dla okresu 1971-2000 (Lorenc, 2005)

W tle granice obszaréw bilansowych

Graphic image of the weight function P (x, y) representing the annual mean precipitation in the study region
for the period of 1971-2000 (Lorenc, 2005)

Budget areas boundaries in the background

Wynik obliczen przedstawia figura 4. Obliczone warto-
$ci infiltracji efektywnej, generujacej odptyw podziemny
do rzek, to kilkanascie mm/rok w dolinach rzek, takich
jak Wista i Note¢ czy tez w pradolinie Redy—Leby, 40—60
mm/rok na obszarach pokrytych glinami zwatowymi
i 130-200 mm/rok tam gdzie na powierzchni terenu leza
osady piaszczyste. Wyraznie widoczny jest bezposredni

wpltyw rozkladu $rednich rocznych opadéw na rozktad
wartosci infiltracji efektywne;.

Obliczona $rednia warto$¢ tej infiltracji, we wschodniej
czgsci Pojezierza Pomorskiego wynosi 90 mm/rok, co moz-
na przyja¢ za wskaznik odnawialno$ci zasobow wod pod-
ziemnych na tym obszarze.
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Fig. 4. Obliczony rozklad wartosci infiltracji efektywnej I, w analizowanym regionie

W tle granice obszaréw bilansowych

Calculated distribution of the groundwater recharge I¢ in the study region

Budget areas boundaries in the background

WNIOSKI

Przedstawiona metoda oceny odnawialno$ci zasobow
wod podziemnych wiaze bezposrednio, w procesie oblicze-
niowym, odnawialno$¢ z odptywem podziemnym do rzek.
Odnawialno$¢ zasoboéw wodd podziemnych zostata utoz-
samiona w artykule ze $rednia z wielolecia infiltracja efekty-
wng generujaca ten odptyw.

Metoda przeksztatcenia staloobjgtosciowego oparta jest
na zalozeniu réwnosci pomigdzy wartoscia tej infiltracji
a warto$cig Sredniego z wielolecia odpltywu podziemnego
do rzek. Zastosowanie omawianej metody jest wigc ograni-

czone do obszarow o znanej wartosci tego odptywu jakimi
sa obszary bilansowe.

Obliczenie ta metoda rozktadu infiltracji efektywnej wy-
maga zdefiniowania tzw. funkcji wagowych sterujacych tym
rozktadem. W przedstawionym przyktadzie takimi funkcja-
mi sag w sposéOb naturalny: litologia utworéw powierzchnio-
wych z przypisanymi poszczegdlnym wydzieleniom war-
tosciami wagowymi oraz rozklad $redniego z wielolecia
opadu rocznego.
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Metoda przeksztatcenia staloobjetosciowego nie narzuca
ograniczen na liczbg funkcji wagowych zdefiniowanych do
oceny rozkladu infiltracji efektywnej. Mozna dodatkowo,
w zalezno$ci od potrzeb, okresli¢ jako funkcje wagowa,
np. sposéb zagospodarowania terenu czy mapg spadkow
tego terenu.

Obliczony przedstawionym algorytmem rozktad warto-
$ci infiltracji efektywnej moze by¢ wykorzystany nastgpnie

jako warunek brzegowy dla modelu przeptywu wdd pod-

ziemnych w analizowanym regionie.
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SUMMARY

The assessment of the groundwater resources renewabili-
ty is crucial for the successful use of the mathematical mo-
delling in these resources evaluation and should always pre-
cede the construction of the mathematical model of the gro-
undwater flow in a given hydrogeological system.

The groundwater resources renewability is identified by
the author with the groundwater recharge generating the un-
derground runoff to the rivers. For the budget areas the long
term annual mean recharge equals the long term annual
mean underground runoff. Having for a given budget area
the estimated total recharge on the base of the underground
runoff the distribution of this recharge is calculated using the
author’s constant volume transformation (CVT) algorithm.

From the mathematical point of view the CVT modifies
the shape of a given surface saving the volume contained be-

tween the surface and the reference level. So called weight
functions control the numerical process of this modification.

As an example the CVT algorithm was applied to calcul-
ate the distribution of the groundwater recharge in the eastern
part of the Pomeranian Lake District. In this case two weight
functions were defined: the distribution of the surface lithol-
ogy with the weight values assigned to each lithological unit
and the distribution of the long term annual mean precipita-
tion. The outcome of these calculations showed that in the
river valleys this recharge values are low and do not exceed
20 mm/year while in the uplands are within the range of
40-60 mm/year for till covered areas and 130-200 mm/year
for sand outwash covered areas. The average recharge value
for the whole analysed area is 90 mm/year.
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