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ZASTOSOWANIE PRZEKSZTA£CENIA STA£OOBJÊTOŒCIOWEGO DO OCENY
ODNAWIALNOŒCI ZASOBÓW WÓD PODZIEMNYCH WSCHODNIEJ

CZÊŒCI POJEZIERZA POMORSKIEGO

APPLICATION OF THE CONSTANT VOLUME TRANSFORMATION TO THE ASSESSMENT
OF THE GROUNDWATER RESOURCES RENEWABILITY IN THE EASTERN PART

OF THE POMERANIAN LAKE DISTRICT

LECH ŒMIETAÑSKI1

Abstrakt. Artyku³ przedstawia zastosowanie algorytmu przekszta³cenia sta³oobjêtoœciowego do obliczenia rozk³adu œredniej z wielo-
lecia infiltracji efektywnej, generuj¹cej odp³yw podziemny do rzek o znanej œredniej z wielolecia wartoœci. U podstawy tego sposobu licze-
nia le¿y za³o¿enie równoœci pomiêdzy tak rozumian¹ infiltracj¹ a tym odp³ywem podziemnym dla danego obszaru bilansowego.
W prezentowanym przyk³adzie dystrybucja infiltracji jest sterowana rozk³adem litologii utworów powierzchniowych oraz œrednim rocznym
opadem, które maj¹ w prezentowanej metodzie obliczeniowej sens funkcji wagowych. Przedstawiony wynik przyk³adowych obliczeñ to
rozk³ad infiltracji efektywnej we wschodniej czêœci Pojezierza Pomorskiego. W granicach ka¿dego z siedemnastu obszarów bilansowych
w tym regionie ca³kowita wartoœæ infiltracji efektywnej, o obliczonym rozk³adzie, równa jest wartoœci oszacowanego uprzednio odp³ywu
podziemnego do rzek.

S³owa kluczowe: odnawialnoœæ zasobów, infiltracja efektywna, odp³yw podziemny, przekszta³cenie sta³oobjêtoœciowe, obszar bilansowy.

Abstract. The paper presents the constant volume transformation algorithm allowing to calculate the distribution of the long term mean
groundwater recharge which generates the groundwater runoff with the known long term mean value. The algorithm is based on the assump-
tion of the equality between this recharge and this groundwater runoff for the given budget area. In this case study the recharge is governed by
the distribution of the surface lithology and long term mean precipitation both having the status of weight functions. The outcome of the cal-
culations is the distribution of the recharge in the eastern part of the Pomeranian Lake District in Poland. Within the boundaries of each of
the17 budget areas the total value of the recharge is equal to the groundwater runoff value assessed prior to the calculations.

Key words: resources renewability, groundwater recharge, groundwater runoff, constant volume transformation, budget area.

WSTÊP

Ocena odnawialnoœci zasobów wód podziemnych jest naj-
wa¿niejszym elementem w procesie ich okreœlania w skali re-
gionalnej przy u¿yciu modelowania matematycznego i zaw-
sze powinna poprzedzaæ budowê modelu matematycznego
przep³ywu wód podziemnych w danym systemie ich kr¹¿enia.

Autor uto¿samia odnawialnoœæ zasobów wód pod-
ziemnych ze œredni¹ z wielolecia infiltracj¹ efektywn¹ gene-
ruj¹c¹ równy jej co do wartoœci œredni z wielolecia odp³yw
podziemny do rzek. Tym samym œredni z wielolecia odp³yw
podziemny do rzek, nazywany w dalszej czêœci artyku³u
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odp³ywem podziemnym, jest wprost miar¹ odnawialnoœci
zasobów wód podziemnych.

Obszary o znanym odp³ywie podziemnym to zlewnie
rzek zamkniête posterunkiem wodowskazowym. Z zareje-
strowanego w okresie wieloletnim na danym posterunku
ca³ego spektrum przep³ywów rzecznych wyodrêbniony
œredni niski przep³yw (SNQ) jest przyjmowany w literatu-
rze jako równy odp³ywowi podziemnemu (Jokiel, 1994).
Zlewnie cz¹stkowe du¿ych rzek, zlewnie rzek œredniej
wielkoœci oraz grupy zlewni rzek ma³ych, o znanym od-
p³ywie podziemnym, zosta³y okreœlone przez Regionalne
Zarz¹dy Gospodarki Wodnej mianem obszarów bilanso-
wych. Ocenê odnawialnoœci zasobów wód podziemnych
autor przedstawia w granicach obszarów bilansowych
wschodniej czêœci Pojezierza Pomorskiego.

W procesie realizacji hydrogeologicznych badañ mo-
delowych, w skali regionalnej, zasadnicze znaczenie ma pra-
wid³owe zdefiniowanie warunków brzegowych modelu.
Dla modelu zasobowego najwa¿niejszym warunkiem brze-
gowym jest niew¹tpliwie infiltracja efektywna, rozumiana
w sensie wy¿ej przedstawionym, okreœlona zarówno co do
ca³kowitej swej wartoœci, jak i rozk³adu przestrzennego. Dla
danego obszaru bilansowego ca³kowita wartoœæ tej infiltracji
jest przyjêta jako równa wartoœci odp³ywu podziemnego.
Do obliczenia rozk³adu przestrzennego tej infiltracji autor
stosuje opracowany przez siebie algorytm przekszta³cenia
sta³oobjêtoœciowego (Œmietañski, 2010).

DEFINICJA PRZEKSZTA£CENIA STA£OOBJÊTOŒCIOWEGO

Niech zbiór � nale¿¹cy do R2 bêdzie dziedzin¹ nie-
ujemnej funkcji M (x, y), dla (x, y) � �, i niech M (x, y)
nale¿y do klasy funkcji ca³kowalnych na ca³ym �. Symbol
R2 oznacza dwuwymiarow¹ przestrzeñ liczb rzeczywistych,
np. p³aszczyznê XY opisan¹ równaniem z = 0. Obrazem geo-
metrycznym funkcji M (x, y) jest pewna trójwymiarowa po-
wierzchnia w kartezjañskim uk³adzie wspó³rzêdnych XYZ.
Objêtoœæ bry³y ograniczonej od do³u przez � a od góry przez
powierzchniê opisan¹ równaniem z = M (x, y) niech wynosi
V. Mamy wiêc: V M x y� � ( , )

�

Niech nowa powierzchnia z = H (x, y), dla (x, y) � �,
powstanie z transformacji powierzchni z = M (x, y) w wy-
niku dzia³ania pewnego przeksza³cenia T, czyli:

[1]

H(x,y) = T(x, y) � M(x, y)

Objêtoœæ V ma byæ niezmiennikiem tego przekszta³cenia,
tzn. objêtoœæ pod „star¹ powierzchni¹” z = M (x, y) ma byæ
równa objêtoœci pod „now¹ powierzchni¹” z = H (x, y).
W zwi¹zku z tym spe³nione ma by� równanie:

[2]

M x y H x y( , ) ( , )
� �
� ��

Niech F (x, y) bêdzie równie¿ pewn¹ funkcj¹ nie-
ujemn¹, okreœlon¹ i ca³kowaln¹ na ca³ym �, a wiêc na-
le¿¹c¹ do tej samej klasy co M (x, y). Niech F (x, y) pe³ni
rolê funkcji steruj¹cej przekszta³ceniem T. Funkcja F (x, y)
jest ponadto iloczynem N funkcji Wi (x, y) nale¿¹cych do
tej samej klasy:

[3]

F x y W x yi

i

N

( , ) ( , )�
�

�
1

Funkcje Wi (x, y) nazwane zosta³y funkcjami wagowymi
przekszta³cenia T.

Postulowana formu³a przekszta³cenia sta³oobjêtoœcio-
wego to:

[4]

T x y

F x y M x y

F x y M x y
( , )

( , ) ( , )

[ ( , ) ( , )]
�

�

�

�

�
�

�

Podstawiaj¹c równanie [4] do [1] otrzymujemy:

[5]

H x y

F x y M x y

F x y M x y
M x y( , )

( , ) ( , )

[ ( , ) ( , )]
( , )�

�

�
�

�

�
�

�

Ca³kuj¹c po zbiorze � obie strony równania [5], otrzymu-
jemy, równanie [2], czyli objêtoœæ V jest niezmiennikiem
przekszta³cenia T. Uwzglêdniaj¹c [3], otrzymujemy ogóln¹
postaæ przekszta³cenia sta³oobjêtoœciowego [6]:

[6]
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ROZK£AD INFILTRACJI EFEKTYWNEJ W ŒWIETLE PRZEKSZTA£CENIA
STA£OOBJÊTOŒCIOWEGO

Na przyk³adzie wschodniej czêœci Pojezierza Pomors-
kiego (fig. 1) o powierzchni 23 752 km2, autor przedstawia
wynik obliczeñ rozk³adu infiltracji efektywnej przy u¿yciu al-
gorytmu przekszta³cenia sta³oobjêtoœciowego. Znajduje siê tu
17 obszarów bilansowych, z których 11 praktycznie ca³ko-
wicie mieœci siê w granicach analizowanego regionu. Po-
wierzchnie oraz wartoœci wskaŸnika odp³ywu podziemnego
dla obszarów bilansowych przedstawia tabela 1.

Dla ka¿dego z tych obszarów znana jest wartoœæ od-
p³ywu podziemnego (tab. 1). W przypadku, gdy jedynie
fragment obszaru bilansowego znajdowa³ siê w granicach

analizowanego regionu, odp³yw podziemny z tego frag-
mentu oszacowano proporcjonalnie do jego udzia³u w ca³ko-
witej powierzchni obszaru bilansowego.

Do obliczenia rozk³adu infiltracji efektywnej, w gra-
nicach danego obszaru bilansowego w analizowanym re-
gionie, zdefiniowane zosta³y dwie funkcje wagowe W1(x, y)
i W2(x, y), czyli N = 2:

– funkcja W1(x, y) reprezentuje litologiê utworów po-
wierzchniowych LIT, na podstawie Mapy Geologi-
cznej Polski 1:200 000, z wartoœciami wagowymi

Zastosowanie przekszta³cenia sta³oobjetoœciowego do oceny odnawialnoœci zasobów wód podziemnych... 229

Fig. 1. Po³o¿enie obszarów bilansowych w analizowanym regionie (Herbich i in., 2003)

Location of the budget areas in the study region (Herbich et al., 2003)



przypisanymi poszczególnym wydzieleniom (tab. 2;
fig. 2),

– funkcja W2 (x, y) reprezentuje rozk³ad opadów œred-
nich rocznych P (fig. 3).

Definiuj¹c dla danego obszaru bilansowego funkcjê
M(x, y) = qgr, gdzie qgr to wskaŸnik odp³ywu podziemnego
z tego obszaru, i podstawiaj¹c W1 (x, y) = LIT(x, y) i W2 (x,
y) = P (x, y) oraz nadaj¹c funkcji H (x, y) fizyczny sens in-
filtracji efektywnej Ie, czyli H (x, y) = Ie (x, y), formu³ê [6]
po odpowiednich przekszta³ceniach mo¿na zapisaæ w po-
staci:

[7]

I x y
x y P x y

x y P x y
qe gr( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )
�

�

�

LIT

LIT

Wyra¿enie �LIT(x, y) � P(x, y)� to œrednia wartoœæ iloczy-
nu funkcji LIT(x, y) i P(x, y) w granicach danego obszaru
bilansowego.

Wydzielenia o numerach 5 i 9 s¹ takie same w sensie li-
tologicznym, ró¿ni¹ siê jednak lokalizacj¹ osadów, dlatego
zosta³y przypisane im ró¿ne wartoœci wagowe. Tak samo jest
w przypadku wydzieleñ o numerach 7 i 8.

W równaniu [7] wartoœæ funkcji LIT(x, y), przypisan¹
danemu wydzieleniu litologicznemu, nale¿y rozumieæ jako
wzglêdn¹ zdolnoœæ infiltracyjn¹ tego wydzielenia w sto-
sunku do wydzieleñ pozosta³ych. I tak w przedstawionym
przyk³adzie (tab. 2) wydzieleniu o nazwie „i³y, mu³ki i piaski
zastoiskowe” – wartoœæ wagow¹ LIT = 1, natomiast wy-
dzieleniu „glina zwa³owa” przypisano wartoœæ wagow¹ LIT
= 3. Oznacza to, ¿e infiltracja dla „gliny zwa³owej” jest przy-
jêta jako trzy razy wiêksza ni¿ dla „i³ów, mu³ków i piasków
zastoiskowych” przy tej samej wysokoœci opadu.
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Tabela 1

Powierzchnie i wartoœci wskaŸnika odp³ywu
podziemnego qgr dla obszarów bilansowych

w granicach analizowanego regionu
(Herbich i in., 2003)

Areas and groundwater runoff index values qgr for the
budget areas in the study region (Herbich et al., 2003)

Symbol obszaru
bilansowego

Powierzchnia
[km2]

Wartoœæ wskaŸnika
odp³ywu podziemnego

qgr [l/s � km2]

S 5 2340,1 3,26

G 15 1642,6 3,38

G 16 978,3 3,34

G 17 1801,2 3,30

G 18 1531,0 2,72

P-XVI 2210,1 3,31

P-XV 1523,7 1,95

G 6 4627,2 2,95

G 8 192,7 1,58

G 9 2325,2 3,78

G 11 573,9 2,81

G 12 1602,9 2,61

G 13 252,4 0,93

G 14 1745,4 2,16

S 4 26,7 2,32

P-XIV 339,0 1,39

G 4 40,2 1,74

Tabela 2

Wydzielenia litologiczne przedstawione na figurze 2

Lithological units shown in figure 2

Nr
wydzielenia

Opis wydzielenia Wartoœæ wagowa
przypisana wydzieleniu

1 piaski i ¿wiry wodnolodowcowe 10

2 glina zwa³owa 3

3 piaski i ¿wiry akumulacji lodowcowej na glinie zwa³owej 5

4 i³y, mu³ki i piaski zastoiskowe 1

5 piaski eoliczne na wysoczyznach i na nizinie nadmorskiej 10

6 mady, torfy, namu³y torfiaste i piaski w dolinach rzek 1

7
plejstoceñskie piaski i ¿wiry rzeczne na wysoczyznach
i na nizinie nadmorskiej

10

8 plejstoceñskie piaski i ¿wiry rzeczne w dolinach rzek 5

9 piaski eoliczne w dolinach rzecznych 5



W równaniu [7] wysokoœæ œredniego rocznego opadu
P(x, y) ma tak¿e sens wartoœci wagowej. Jeœli wiêc w jed-
nym punkcie danego obszaru bilansowego wysokoœæ ta wy-
nosi np. 530 mm, a w innym punkcie tego obszaru 600 mm,
to dla takich samych wydzieleñ litologicznych w obu tych
punktach proporcja pomiêdzy infiltracj¹ efektywn¹ w punk-
cie pierwszym a infiltracj¹ efektywn¹ w punkcie drugim wy-
nosi 530 : 600.

Licznie wystêpuj¹ce w analizowanym regionie jeziora
zosta³y potraktowane jako wydzielenie o wartoœci wagowej

LIT = 0, tym samym obliczona wartoœæ infiltracji efektywnej
w granicach jezior wynosi zero.

W celu obliczenia rozk³adu infiltracji efektywnej Ie(x, y)
we wschodniej czêœci Pojezierza Pomorskiego obszar ten
zdyskretyzowano siatk¹ kwadratow¹ o kroku 1 km, sk³ada-
j¹c¹ siê z 206 wierszy i 172 kolumn, co umo¿liwi³o utworze-
nie tablic wartoœci funkcji wagowych LIT(x, y) i P(x, y).
Opracowany przez autora program wygenerowa³ dla ka¿de-
go obszaru bilansowego rozk³ad infiltracji efektywnej
wg formu³y [7].
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Fig. 2. Graficzna postaæ funkcji wagowej LIT(x, y)

Wydzielenia litologiczne na podstawie Mapy Geologicznej Polski 1:200 000, uproszczone. Wydzielenie nr 10 to jeziora.
W tle granice obszarów bilansowych

Graphic image of the weight function LIT(x, y)

Simplified surface lithology after the Geological map of Poland 1:200 000. Dark blue areas indicate lakes.
The budget areas boundaries in the background



Wynik obliczeñ przedstawia figura 4. Obliczone warto-
œci infiltracji efektywnej, generuj¹cej odp³yw podziemny
do rzek, to kilkanaœcie mm/rok w dolinach rzek, takich
jak Wis³a i Noteæ czy te¿ w pradolinie Redy–£eby, 40–60
mm/rok na obszarach pokrytych glinami zwa³owymi
i 130–200 mm/rok tam gdzie na powierzchni terenu le¿¹
osady piaszczyste. WyraŸnie widoczny jest bezpoœredni

wp³yw rozk³adu œrednich rocznych opadów na rozk³ad
wartoœci infiltracji efektywnej.

Obliczona œrednia wartoœæ tej infiltracji, we wschodniej
czêœci Pojezierza Pomorskiego wynosi 90 mm/rok, co mo¿-
na przyj¹æ za wskaŸnik odnawialnoœci zasobów wód pod-
ziemnych na tym obszarze.
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Fig. 3. Graficzna postaæ funkcji wagowej P (x, y) reprezentuj¹cej œrednie roczne opady w analizowanym
regionie dla okresu 1971–2000 (Lorenc, 2005)

W tle granice obszarów bilansowych

Graphic image of the weight function P (x, y) representing the annual mean precipitation in the study region
for the period of 1971–2000 (Lorenc, 2005)

Budget areas boundaries in the background



WNIOSKI

Przedstawiona metoda oceny odnawialnoœci zasobów
wód podziemnych wi¹¿e bezpoœrednio, w procesie oblicze-
niowym, odnawialnoœæ z odp³ywem podziemnym do rzek.
Odnawialnoœæ zasobów wód podziemnych zosta³a uto¿-
samiona w artykule ze œredni¹ z wielolecia infiltracj¹ efekty-
wn¹ generuj¹c¹ ten odp³yw.

Metoda przekszta³cenia sta³oobjêtoœciowego oparta jest
na za³o¿eniu równoœci pomiêdzy wartoœci¹ tej infiltracji
a wartoœci¹ œredniego z wielolecia odp³ywu podziemnego
do rzek. Zastosowanie omawianej metody jest wiêc ograni-

czone do obszarów o znanej wartoœci tego odp³ywu jakimi
s¹ obszary bilansowe.

Obliczenie t¹ metod¹ rozk³adu infiltracji efektywnej wy-
maga zdefiniowania tzw. funkcji wagowych steruj¹cych tym
rozk³adem. W przedstawionym przyk³adzie takimi funkcja-
mi s¹ w sposób naturalny: litologia utworów powierzchnio-
wych z przypisanymi poszczególnym wydzieleniom war-
toœciami wagowymi oraz rozk³ad œredniego z wielolecia
opadu rocznego.
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Fig. 4. Obliczony rozk³ad wartoœci infiltracji efektywnej Ie w analizowanym regionie

W tle granice obszarów bilansowych

Calculated distribution of the groundwater recharge Ie in the study region

Budget areas boundaries in the background



Metoda przekszta³cenia sta³oobjêtoœciowego nie narzuca
ograniczeñ na liczbê funkcji wagowych zdefiniowanych do
oceny rozk³adu infiltracji efektywnej. Mo¿na dodatkowo,
w zale¿noœci od potrzeb, okreœliæ jako funkcjê wagow¹,
np. sposób zagospodarowania terenu czy mapê spadków
tego terenu.

Obliczony przedstawionym algorytmem rozk³ad warto-
œci infiltracji efektywnej mo¿e byæ wykorzystany nastêpnie
jako warunek brzegowy dla modelu przep³ywu wód pod-
ziemnych w analizowanym regionie.
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SUMMARY

The assessment of the groundwater resources renewabili-
ty is crucial for the successful use of the mathematical mo-
delling in these resources evaluation and should always pre-
cede the construction of the mathematical model of the gro-
undwater flow in a given hydrogeological system.

The groundwater resources renewability is identified by
the author with the groundwater recharge generating the un-
derground runoff to the rivers. For the budget areas the long
term annual mean recharge equals the long term annual
mean underground runoff. Having for a given budget area
the estimated total recharge on the base of the underground
runoff the distribution of this recharge is calculated using the
author’s constant volume transformation (CVT) algorithm.

From the mathematical point of view the CVT modifies
the shape of a given surface saving the volume contained be-

tween the surface and the reference level. So called weight
functions control the numerical process of this modification.

As an example the CVT algorithm was applied to calcul-
ate the distribution of the groundwater recharge in the eastern
part of the Pomeranian Lake District. In this case two weight
functions were defined: the distribution of the surface lithol-
ogy with the weight values assigned to each lithological unit
and the distribution of the long term annual mean precipita-
tion. The outcome of these calculations showed that in the
river valleys this recharge values are low and do not exceed
20 mm/year while in the uplands are within the range of
40–60 mm/year for till covered areas and 130–200 mm/year
for sand outwash covered areas. The average recharge value
for the whole analysed area is 90 mm/year.
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