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PRZESTRZENNE ZRÓŻNICOWANIE ODNAWIALNOŚCI ZASOBÓW WÓD PODZIEMNYCH 
ZLEWNI BIEBRZY W ŚWIETLE ICH OCENY METODami DETERMINISTYCZNĄ I LOSOWĄ

SPATIAL DIVERSITY OF RENEWABILITY OF GROUNDWATER RESOURCES IN THE BIEBRZA RIVER CATCHMENT 
IN THE LIGHT OF THEIR ASSESSMENT BY THE DETERMINISTIC AND RANDOM METHODS

Lech Śmietański1, Sławomir Filar1, Elżbieta Przytuła1, Aneta Starościak1, Magdalena Szydło1

Abstrakt. Autorzy przeanalizowali zagadnienie wpływu niepewności danych na wynik obliczeń przestrzennego zróżnicowania odna-
wialności zasobów wód podziemnych zlewni Biebrzy. Do przeprowadzenia obliczeń zastosowano formułę przekształcenia stałoobjętościo-
wego. Danymi wejściowymi były wartości odpływu podziemnego i czynników wagowych w postaci litologii utworów powierzchniowych  
i średniego rocznego opadu. Obliczenia wykonano w wersji deterministycznej bez elementu niepewności danych i w wersji losowej  
z uwzględnieniem niepewności. Wynik obliczeń wskazuje na wyraźny wpływ niepewności danych na obliczone przestrzenne zróżnicowa-
nie odnawialności zasobów wód podziemnych w granicach poszczególnych wydzieleń geologicznych w zlewni Biebrzy.

Słowa kluczowe: odnawialność zasobów, infiltracja efektywna, odpływ podziemny, przekształcenie stałoobjetościowe, zlewnia.

Abstract. Authors are considering the issue of data uncertainty effect on the outcome of calculations of the spatial diversity of ground-
water renewability in the Biebrza river catchment. The constant volume transformation algorithm was used for the calculations. The input 
data were the values of underground runoff and the weight factors: surface lithology and mean annual precipitation. The calculations were 
deterministic without data uncertainty and probabilistic with data uncertainty. The results show significant influence of data uncertainty on 
the image of groundwater renewability in surface geological units of the Biebrza River catchment.

Key words: resources renewability, groundwater recharge, groundwater runoff, constant volume transformation, river catchment.

WSTĘP

Celem pracy jest oszacowanie, przez eksperyment nu-
meryczny, wielkości wpływu niepewności danych na wynik 
obliczeń przestrzennego zróżnicowania odnawialności zaso-
bów wód podziemnych w zlewni Biebrzy.

Ocena odnawialności zasobów wód podziemnych jest 
najważniejszym elementem w procesie ustalania zasobów 
dyspozycyjnych tych wód na obszarach bilansowych meto-
dą modelowania matematycznego. Ocena ta zawsze powin-
na poprzedzać budowę modelu matematycznego przepły-
wu wód podziemnych sporządzanego na potrzeby ustaleń 
zasobowych.

Autorzy utożsamiają odnawialność zasobów wód pod-
ziemnych na obszarze bilansowym, jakim w tym przypadku 
jest zlewnia Biebrzy (fig. 1), z infiltracją efektywną gene-
rującą równy jej odpływ podziemny do rzek. W tym sensie 
średni z wielolecia odpływ podziemny do rzek, nazywany 
dalej odpływem podziemnym, równy jest średniej z wielo-
lecia infiltracji efektywnej, nazywanej dalej infiltracją. Tym 
samym odpływ podziemny do rzek w zlewni Biebrzy jest 
miarą odnawialności zasobów wód podziemnych na jej ob-
szarze. W ocenie  odnawialności zasobów wód podziemnych 
autorzy nie uwzględniają ewapotranspiracji, zdając sobie 
sprawę, że ustalona na podstawie odpływu podziemnego 
wielkość odnawialności wód podziemnych jest wielkością 
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niedoszacowaną. W ocenie przestrzennego zróżnicowania 
odnawialności wód podziemnych autorzy nie uwzględniają 
tu także spadków terenu i sposobu jego zagospodarowania.

W dalszej części artykułu określenie odnawialność za-
sobów wód podziemnych jest używane zamiennie z określe-
niem odnawialność wód podziemnych i autorzy traktują je 
jako synonimy terminu infiltracja.

Artykuł przedstawia deterministyczną i losową ocenę 
przestrzennego zróżnicowania odnawialności wód podziem-
nych na obszarze objętym badaniami modelowymi dla usta-
lenia zasobów dyspozycyjnych wód podziemnych zlewni 
Biebrzy (Filar i in., 2018). W ocenie losowej uwzględniono 
niepewność danych wejściowych. Za miarę zróżnicowania 
autorzy przyjmują odchylenie standardowe, która to wiel-
kość jest klasyczną statystyczną miarą zmienności.

Obszar badań modelowych, nazywany dalej obszarem 
badań, to 9120,1 km2. Jest on większy od obszaru zlewni 
Biebrzy, wynoszącego 7067,2 km2, co jest efektem odsunię-
cia brzegu modelu od granicy zlewni. Odsuniecie to było ko-
nieczne dla zachowania prawidłowości procesu szacowania 
zasobów dyspozycyjnych wód podziemnych w zlewni.

Obydwie oceny przeprowadzono z zastosowaniem meto-
dy przekształcenia stałoobjętościowego (Śmietański, 2010).  
W metodzie tej rozkład infiltracji jest obliczany na podsta-
wie modułu odpływu podziemnego i czynników wagowych, 
którymi w tym przypadku są jedynie litologia utworów  
powierzchniowych i rozkład średniej z wielolecia wysoko-
ści opadu rocznego. Metoda przekształcenia stałoobjętościo
wego pozwala na uwzględnienie dowolnej liczby czynników 
wagowych. Obliczenia przeprowadzono dla obszaru badań, 
następnie dla zawartego w nim obszaru samej zlewni Bie-
brzy i dla obszarów poszczególnych powierzchniowych wy-
dzieleń litologicznych w granicach tej zlewni.

METODA DETERMINISTYCZNA

Obliczenia przeprowadzono na siatce kwadratowej  
o kroku 250 m. Liczba wierszy siatki wynosi 496, liczba 
kolumn – 472, liczba wszystkich bloków siatki – 234 112,  
w tym liczba bloków siatki na obszarze badań – 145 921.

Dla obszaru badań ocenę zróżnicowania odnawialno-
ści wód podziemnych wykonano według formuły prze-
kształcenia stałoobjętościowego [1] (Śmietański, 2010). 
Formuła [1] uwzględnia w tym przypadku jedynie dwa 
czynniki wagowe – litologię utworów powierzchniowych  
i rozkład średniej z wielolecia wysokości opadu rocznego.

Idet = q
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gdzie:
Ii,j 
det	  – deterministyczna odnawialność wód podziemnych w blo-

ku siatki o współrzędnych (i, j) [L/T];
q     – moduł odpływu podziemnego [L/T];
Gi, j – geologiczny czynnik wagowy G w bloku siatki o 

współrzędnych (i, j) [–];
Pi, j  – średnia z wielolecia 1980–2010 wysokość opadu 

rocznego P w bloku siatki o współrzędnych (i, j) [L/T];
˂Gi, j ∙ Pi, j˃ – średnia wartość iloczynu Gi, j i Pi, j  w granicach 

obszaru badań [L/T];
i, j  – numer wiersza i kolumny bloku siatki.

W metodzie deterministycznej wielkościom q, Gi, j i Pi, j 
w formule [1] są przypisane konkretne wartości pozbawione 
elementu niepewności.

Oszacowana metodą Wundta wielkość odpływu pod-
ziemnego na obszarze badań wynosi 3 031 317 m3/d. War-
tość modułu odpływu podziemnego q z tego obszaru wynosi                
121,4 mm/rok (Filar i in., 2018).

Zdefiniowany rozkład wartości geologicznego czynnika 
wagowego G przedstawiono na figurze 2. Geologiczny czyn-
nik G reprezentuje litologię utworów powierzchniowych na 
podstawie Mapy Geologicznej Polski 1:500 000 (Albrycht 
i in., 2006) z wartościami wagowymi przypisanymi poszcze-
gólnym wydzieleniom (tab. 1).

Wartość wagową G przypisaną danemu wydzieleniu  
litologicznemu należy rozumieć jako względną podatność 
na infiltrację tego wydzielenia w stosunku do wydzieleń po-
zostałych. Liczne na obszarze badań jeziora potraktowano 
jako wydzielenie o wartości wagowej G równej 0, co ozna-
cza, że w bloku z jeziorem wartość infiltracji, rozumianej 
jako warunek brzegowy II rodzaju, wynosi 0. Przypisane 
poszczególnym wydzieleniom wartości wagowe są wy-
nikiem subiektywnej oceny autorów, którzy przyjęli, że  
np. infiltracja na obszarze osadów zastoiskowych (waga 
0,5) jest dwadzieścia razy mniejsza niż na obszarze piasków 
i żwirów sandrowych (waga 10,0). Zdefiniowany rozkład 
wartości czynnika G należy traktować jako mający charakter 
lokalny i będący pochodną stopnia szczegółowości wyko-
rzystanej mapy geologicznej.

Rozkład wartości czynnika wagowego P przedstawiono 
na figurze 3. Jest to rozkład średniej z wielolecia 1980–2010  

Fig. 1. Położenie zlewni Biebrzy

Location of the Biebrza catchment
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wysokości opadu rocznego obliczony na podstawie danych 
z 32 posterunków meteorologicznych IMGW rozmieszczo-
nych na obszarze badań (Filar i in., 2018).

Wynik obliczeń według formuły [1] przedstawiono na 
figurze 4. Obliczony metodą deterministyczną dla obszaru 
badań zakres wartości infiltracji Imin –Imax det det to 0–286 mm/rok, 
przy średniej Iśred. 

det = 121,4 mm/rok i odchyleniu standardo-
wym σdet = 84,6 mm/rok (tab. 2). W granicach zlewni Bie-
brzy są to odpowiednio: zakres infiltracji 0–282 mm/rok, 
średnia infiltracja 120,2 mm/rok i odchylenie standardowe 
85,2 mm/rok (tab. 2). Przedziały wartości infiltracji, średnie 
i odchylenia standardowe dla wydzieleń litologicznych w 
granicach zlewni Biebrzy, określone metodą deterministycz-
ną, zamieszczono tabeli 2.

Z tabeli 2 wynika, że obliczone deterministycznie war-
tości odchylenia standardowego σdet w granicach wydzieleń 
litologicznych są wyraźnie mniejsze niż wartości σdet dla ob-
szaru zlewni. Jest to efektem mniejszej zmienności czynnika 
wagowego P w stosunku do zmienności czynnika G.

METODA LOSOWA

W metodzie losowej wielkościom q, Gi, j i Pi, j, wystę-
pującym w formule [1], w miejsce konkretnych wartości, 
będących danymi wejściowymi, przypisane są przedziały 
wartości. W metodzie tej odpływowi podziemnemu q oraz 
czynnikom wagowym G i P autorzy nadają sens zmiennych 

Fig. 2. Graficzna postać geologicznego czynnika wagowego G

Wydzielenia litologiczne wg Mapy Geologicznej Polski 1:500 000 (Albrycht i in., 2006) – patrz tab. 1

Graphic image of the weight factor G

Lithological units according to the Geological Map of Poland 1: 500 000 (Albrycht et al., 2006) – see Tab. 1
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Ta b e l a  2
Zróżnicowanie odnawialności zasobów wód podziemnych w ocenie deterministycznej i losowej – charakterystyka statystyczna

Diversity of the renewability of groundwater resources in the deterministic and probabilistic assessment – the statistics

Metoda deterministyczna Metoda losowa

Obszar badań

Liczba 
bloków 
siatki

Powierzchnia II det
max

det
min − Iśred. 

det σdet II los
max

los
min − Iśred. 

los σlos Przyrost względny
σ∆  

[km2] [mm/rok] [%]

145921 9120,1 0–286 121,4 84,6 0–405 121,4 86,3 2,0

Obszar zlewni Biebrzy

Liczba 
bloków 
siatki

Powierzchnia II det
max

det
min − Iśred. 

det σdet II los
max

los
min − Iśred. 

los σlos Przyrost względny
σ∆

[km2] [mm/rok] [%]

113076 7067,2 0–282 120,2 85,2 0–384 120,1 86,9 2,0

Obszary powierzchniowych wydzieleń litologicznych w granicach zlewni Biebrzy

Numer 
wydzielenia 
wg fig. 2 i tab. 1

Liczba 
bloków 
siatki

Powierzchnia II det
max

det
min − Iśred. 

det σdet II los
max

los
min − Iśred. 

los σlos Przyrost względny
σ∆  

[km2] [mm/rok] [%]

1 20286 1267,9 22–29 24,1 1,2 14–39 24,1 3,1 158,3

2 2904 181,5 177–201 183,1 5,9 118–269 183,4 22,7 284,7

3 1083 67,7 46–50 47,7 1,4 32–69 47,7 6,0 328,6

4 101 6,3 27–28 27,4 0,1 20–35 27,4 3,0 2900,0

5 2186 136,6 12–14 12,5 0,4 8–18 12,4 1,6 300,0

6 26917 1682,3 219–282 247,6 11,5 139–384 247,2 31,4 173,0

7 4857 303,6 180–229 196,0 9,3 123–319 196,1 24,8 166,7

8 263 16,4 166–180 177,3 2,7 123–239 176,9 20,5 659,3

9 11990 749,4 131–167 148,5 6,2 92–245 148,3 18,4 196,8

10 40572 2535,8 65–86 75,0 3,9 40–128 75,0 9,6 146,2

Ta b e l a  1
Wydzielenia geologiczne przedstawione na figurze 2 z przypisanymi wartościami wagowymi

Geological units shown in Figure 2 with the assigned weight values

Numer 
wydzielenia Opis wydzielenia Waga

1 piaski, żwiry, mady rzeczne oraz torfy i namuły 1,0

2 piaski eoliczne, lokalnie w wydmach 8,0

3 piaski, żwiry i mułki rzeczne 2,0

4 piaski i mułki jeziorne 1,0

5 iły, mułki i piaski zastoiskowe 0,5

6 piaski i żwiry sandrowe 10,0

7 piaski i mułki kemów 8,0

8 piaski, mułki i żwiry ozów 7,0

9 żwiry, piaski, głazy i gliny moren czołowych 6,0

10 gliny zwałowe, ich zwietrzeliny oraz piaski i żwiry lodowcowe 3,0

11 jeziora 0,0
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losowych. Wartość zmiennej losowej jest obliczana dla bloku 
siatki (i, j) jako iloczyn jej wartości oczekiwanej E i wartości 
współczynnika niepewności u. W takim ujęciu przedział war-
tości określony dla współczynnika u jest miarą niepewności 
danych wejściowych. 

Tak więc, dla zmiennej losowej X, gdzie X = q, G, P, 
mamy:

E (X)i, j ∙ ui, j 
X – wartość zmiennej losowej X w bloku (i, j)

gdzie:
E (X)i, j – wartość oczekiwana zmiennej losowej X w bloku (i, j);
ui, j 

X – wartość współczynnika niepewności uX w bloku (i, j).

W metodzie losowej współczynniki niepewności uq, uG, 
uP są zmiennymi losowymi o wartościach określanych w 
procesie próbkowania losowego z przedziałów ich wartości.

Dla losowej oceny przestrzennego zróżnicowania odna-
wialności wód podziemnych w zlewni Biebrzy formułę [1] 
przekształcono do postaci [2], zastępując deterministyczne 
wartości czynników wagowych G i P oraz odpływu pod-
ziemnego q odpowiednimi wartościami losowymi:

Ilos = i, j
E(G) j,i ⋅u j,i

G ⋅E(P) j,i ⋅u j,i
P

E(G) ⋅u j,i
G ⋅E(P) j,i ⋅u j,i

P E(q)⋅ ⋅u j,i
q

j,i
j,i

             
[2]

W artykule autorzy przyjęli, że wartości oczekiwane E 
zmiennych losowych q, G i P w poszczególnych blokach 
siatki są równe określonym uprzednio w tych blokach deter-
ministycznym wartościom odpływu podziemnego i czynni-
ków wagowych. Czyli:

E(q)i, j = q                                     [3]

Fig. 3. Graficzna postać czynnika wagowego P reprezentującego rozkład średniego rocznego opadu dla wielolecia 1980–2010

Graphic image of the weight factor P representing the distribution of the annual mean precipitation for the period 1980–2010
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E(G)i, j = Gi, j                                  [4]

E(P)i, j = Pi,j                                   [5]

Tym samym deterministycznym wartościom Gi, j, Pi, j i q 
nadano w metodzie losowej sens wartości najbardziej prawdo
podobnych. Podstawiając [3], [4] i [5] do formuły [2] otrzy-
mano formułę przekształcenia stałoobjetościowego [6] w 
wersji losowej zastosowaną do obliczeń:

Ilos = i, j
G j,i ⋅uG ⋅P ⋅uP

G j,i ⋅uG ⋅P ⋅uP q⋅ ⋅u j,i
qj,i j,i j,i

j,i j,i j,i                   
[6]

W prezentowanym przykładzie założono dla każdego 
współczynnika niepewności u maksymalne odchylenie ε od 
jego wartości oczekiwanej równej 1. Określając wartości 

odchyleń εq, εG i εP , zdefiniowano tym samym przedziały 
wartości dla współczynników niepewności. Wyrażając od-
chylenie w postaci procentowej, otrzymano zakresy wartości 
współczynników niepewności u dla odpływu podziemnego q 
i czynników wagowych G i P w ogólnej postaci:

εx[1–100 ,1+ εx
100

[

                           
[7]

gdzie: X = q, G, P

W tabeli 3 zamieszczono przyjęte maksymalne odchy-
lenia ε i odpowiadające im przedziały wartości dla współ-
czynników niepewności u. Przedziały wartości uq, uG i uP są 
tu miarą niepewności danych wejściowych, czyli wartości 
odpływu podziemnego q i czynników wagowych G i P. Dla 

Fig. 4. Odnawialność zasobów wód podziemnych wg oceny metodą deterministyczną

Renewability of groundwater resources according to the deterministic method assessment
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każdego współczynnika niepewności u przyjęto funkcję gę-
stości prawdopodobieństwa w postaci rozkładu normalnego.

Stosując generator liczb losowych LHS (Iman, Shor-
tencarier, 1991) dla każdego bloku siatki wygenerowano,  
w procesie próbkowania losowego, wartości współczynni-
ków niepewności uq, uG i uP. Danymi wejściowymi dla gene-
ratora LHS były przedziały wartości tych współczynników 
(tab. 3). Wygenerowane wartości współczynników niepew-
ności posłużyły następnie do obliczenia rozkładu odnawial-
ności wód podziemnych wg formuły [6].

Wynik tych obliczeń przedstawiono na figurze 5. Obli-
czony metodą losową dla obszaru badań zakres wartości in-
filtracji Imin –Imax los los to 0–405 mm/rok, przy średniej Iśred. 

los = 121,4 
mm/rok i odchyleniu standardowym σlos = 86,3 mm/rok  

Ta b e l a  3
Odchylenia od wartości oczekiwanej  

i przedziały wartości współczynników niepewności
Deviations from the expected value and ranges of value  

of the uncertainty coefficients

Współczynnik  
niepewności

Odchylenie  
ε

Przedział  
wartości

uG 30% 0,7–1,3

uP 10% 0,9–1,1

uq 20% 0,8–1,2

Fig. 5. Odnawialność zasobów wód podziemnych wg oceny metodą losową

Renewability of groundwater resources according to the random assessment method
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(tab. 2). W granicach zlewni Biebrzy są to odpowiednio: za-
kres infiltracji 0–384 mm/rok, średnia infiltracja 120,1 mm/rok 
i odchylenie standardowe 86,9 mm/rok (tab. 2). Przedzia-
ły wartości infiltracji, średnie i odchylenia standardowe dla 
wydzieleń litologicznych w granicach zlewni Biebrzy, okre-
ślone metodą losową, zamieszczono w tabeli 2.

Z tabeli 2 wynika, że wartości odchylenia standardowe-
go σlos dla infiltracji obliczonej metodą losową w granicach 
wydzieleń litologicznych są wyraźnie większe niż odpowia-
dające im wartości σdet  obliczone dla tych wydzieleń metodą 
deterministyczną. Wynika to z mniejszej zmienności czynni-
ka wagowego P w stosunku do zmienności czynnika G. 

Różnice pomiędzy wartościami odchylenia standardo-
wego σlos  i σdet wyrażone w procentowej postaci przyrostu 
względnego ∆σ zawarte są w przedziale 146,2–2900,0% dla 
powierzchniowych wydzieleń litologicznych (tab. 2). Jest to 
efektem założonej niepewności danych w procesie oblicza-
nia przestrzennego zróżnicowania odnawialności wód pod-
ziemnych. Jednocześnie dla obszaru badań przyrost względ-
ny ∆σ jest niewielki i wynosi 2,0%. Taką samą wartość 
przyrostu względnego ∆σ otrzymano dla obszaru zlewni.

W przedstawionym przykładzie uwzględnienie niepew-
ności danych prowadzi do znacznego względnego zwięk-
szenia obliczonego zróżnicowania odnawialności wód 
podziemnych, mierzonego odchyleniem standardowym,  
w granicach poszczególnych jednostek litologicznych.  
W skali całego obszaru badanej zlewni uwzględnienie nie-
pewności danych powoduje niewielki względny wzrost ob-
liczonego zróżnicowania odnawialności wód podziemnych.

Wyraźnie większy względny wzrost obliczonego zróż-
nicowania odnawialności wód podziemnych dla jednostek 
litologicznych niż dla całego obszaru zlewni jest efektem 
większej zmienności wagowego czynnika geologicznego G 
w porównaniu do zmienności wagowego czynnika P.

PODSUMOWANIE

W deterministycznej ocenie przestrzennego zróżnico-
wania odnawialności wód podziemnych na obszarze zlewni 
Biebrzy przyjęto wartości czynników wagowych i odpły-
wu podziemnego jako pozbawione elementu niepewności. 
Otrzymano dla obszaru zlewni rozkład wartości infiltracji  
w przedziale 0–282 mm/rok oraz wartość średnią równą  
120,2 mm/rok przy odchyleniu standardowym 85,2 mm/rok.

Dla uwzględnienia niepewności wartości czynników wa-
gowych i odpływu podziemnego wykonano losową ocenę 

zróżnicowania odnawialności wód podziemnych. Zdefinio-
wano przedziały wartości współczynników niepewności. 
Współczynnikom tym nadano sens zmiennych losowych.  
W wyniku losowej oceny otrzymano dla obszaru zlewni 
rozkład wartości infiltracji w zakresie 0–384 mm/rok, war-
tość średnią 120,1 mm/rok przy odchyleniu standardowym 
86,9 mm/rok.

W przedstawionym przykładzie w skali całego obszaru 
zlewni Biebrzy wpływ niepewności danych na wynik obli-
czeń przestrzennego zróżnicowania odnawialności wód pod-
ziemnych jest niewielki, natomiast w granicach poszczegól-
nych wydzieleń litologicznych wpływ niepewności danych 
na wynik tych obliczeń, mierzony przyrostem względnym 
odchylenia standardowego, jest znaczny – osiąga nawet 
2900,0%. Jest to wynik obliczeń z wykorzystaniem wartości 
współczynników niepewności u wyznaczonych w procesie 
próbkowania losowego z przedziałów wartości będących 
miarami niepewności danych wejściowych.
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SUMMARY

The purpose of the paper is to show the impact of data 
uncertainty on the outcome of calculations of the spatial 
diversity of renewability of groundwater resources in the 
Biebrza River catchment. The assessment of renewability 
of groundwater resources is crucial for the successful use of 
mathematical modelling to evaluate the resources and should 
always precede the construction of the mathematical model 
of groundwater flow in a given hydrogeological system.

Renewability of groundwater resources is identified by 
the authors with the groundwater recharge generating the 
underground runoff to the rivers. For the budget area of 
the Biebrza River catchment, the long-term annual mean 
recharge equals the long-term annual mean underground 
runoff. Having estimated the recharge value based on the 
underground runoff for this budget area, the distribution of 

this recharge is calculated using the constant volume trans-
formation algorithm.

The input data to calculate the spatial diversity of renew-
ability of groundwater resources were the value of ground-
water runoff and the values of weight factors: surface lithol-
ogy and mean annual precipitation distribution.

The authors carried out two versions of calculations: de-
terministic one with data assumed to be without uncertainty 
and random sampling one where input data is assigned the 
uncertainty in the form of the range of values. In this ap-
proach the input variables are assumed to be random.

The outcome of these two calculation versions shows 
visible impact of the data uncertainty on the resulting spatial 
diversity of renewability of groundwater resources in surface 
geological units of the Biebrza River catchment.
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